ANNEAUX, SOUS-ANNEAUX (II)

Enoncés

Enoncés des exercices

| EXERCICE 1] [Indication ] [Correction |

Montrer qu'un anneau integre et fini est un corps.

| EXERCICE 2| [Indication ] [Correction |

Soit z un élément nilpotent d’'un anneau A.

Montrer que 1 — z est inversible et donner son inverse en fonction de x.

| EXERCICE 3| [Indication] [Correction |
Soit A = {a+0bv2,a € Z,bc 7}
1. Montrer que A est un sous-anneau integre de IR.
Pour tout = a + by/2 de A, on pose N(z) = a® — 2b°.
2. Montrer que pour tous z,y de A, N(zy) = N(x)N(y).
3. En déduire que z est inversible dans A < N(x) = +1.
4. Montrer que les éléments +(1 +1/2)" de A sont inversibles.

5. Réciproquement, on veut montrer que tout inversible x de A est de la forme précédente

(a) Montrer qu’on peut se ramener a supposer r = a + bV/2, avec a € IN* et b € IN.

(b) Montrer alors que  est de la forme (14 1/2)" avec n € IN et conclure.
x

14+42

Indication : si b > 1, considérer x; =
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