
Exercices de Mathématiques

Sous-espaces vectoriels de dimension finie

Énoncés

Énoncés des exercices

Exercice 1 [ Indication ] [ Correction ]

On définit les trois sous-espaces suivants de E = IK3[X] :
F = {P ∈ E,P (0) = P (1) = P (2) = 0}
G = {P ∈ E,P (1) = P (2) = P (3) = 0}
H = {P ∈ E,P (X) = P (−X)}

– Montrer que F ⊕G = {P ∈ E,P (1) = P (2) = 0}.
– Montrer que E = F ⊕G⊕H.

Exercice 2 [ Indication ] [ Correction ]

Soit E un IK-espace vectoriel de dimension finie n.

Soient F et G deux sous-espaces de E, tels que dim(F ) = dim(G) = r.

Montrer qu’il existe un sous-espace H de E tel que E = F ⊕H = G⊕H.

Indication : utiliser une récurrence descendante sur l’entier r.

Exercice 3 [ Indication ] [ Correction ]

Dans IR4, déterminer la dimension du sous-espace vectoriel engendré par :

a = (1, 2, 2, 1), b = (4, 3, 10, 5), c = (−1,−3, 4, 0), d = (0, 4,−3,−1).

Exercice 4 [ Indication ] [ Correction ]

Soit E un IK-espace vectoriel de dimension finie.

1. Soient F1, F2, . . . , Fn des sous-espaces de E. Rappeler l’équivalence :
n∑

j=1

Fj est directe ⇔ dim
n∑

j=1

Fj =
n∑

j=1

dimFj.

2. Soient p1, . . . , pn des projecteurs de E, tels que
n∑

j=1

pj = IdE.

Montrer que E = Im p1 ⊕ Im p2 ⊕ · · · ⊕ Im pn.

3. Prouver que pour tous indices distincts i et j, on a : pi ◦ pj = 0.

Exercice 5 [ Indication ] [ Correction ]

Montrer que l’application ϕ définie par ϕ(P ) = P + P ′ est un automorphisme de IK[X].

En est-il de même avec l’application P 7→ ψλ(P ) = λP −XP ′, où λ ∈ IR ?
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Exercices de Mathématiques

Sous-espaces vectoriels de dimension finie

Indications, résultats

Indications ou résultats

Indication pour l’exercice 1 [ Retour à l’énoncé ]

Si P ∈ F ∩G, il s’annule en 0, 1, 2, 3 alors qu’il est de degré inférieur ou égal à 3 . . ..

Vérifier que H = {P = a+ bX2, (a, b) ∈ IR2}, et que H ∩ (F ⊕G) = {−→0 }.

Indication pour l’exercice 2 [ Retour à l’énoncé ]

Dans le passage du rang r + 1 au rang r, choisir x n’appartenant pas à F ∪G.

Considérer F ′ = F ⊕ IKx et G′ = G⊕ IKx, tous deux de dimension r + 1.

Indication pour l’exercice 3 [ Retour à l’énoncé ]

La famille a, b, c, d est liée, mais a, b, d sont linéairement indépendants.

Indication pour l’exercice 4 [ Retour à l’énoncé ]

1. Considérer ϕ : F1 × · · · × Fn → F1 + · · ·+ Fn définie par : ϕ(x1, . . . , xn) = x1 + · · ·+ xn.

2. Pour tout x de E, on a x = p1(x) + · · ·+ pn(x).

Utiliser le fait que la trace d’une projection vectorielle est égale à son rang.

3. Utiliser l’égalité y =
n∑

i=1

pi(y) = pj(y) +
∑
i6=j

pi(y) avec y = pj(x).

Indication pour l’exercice 5 [ Retour à l’énoncé ]

1. Montrer d’abord ϕ est un endomorphisme injectif de IK[X].

Considérer ensuite la restriction de ϕ à IKn[X], pour n dans IN.

2. Vérifier que si λ /∈ IN, alors on a toujours degψλ(P ) = degP .

Si λ = n ∈ IN, montrer qu’aucun polynôme de degré n n’est dans l’image de ψn.
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