SERIES NUMERIQUES OU VECTORIELLES

Partie IV : Familles sommables

IV  Familles sommables

IV.1 Définition et caractérisation des familles sommables

Une famille u = (u;);er indexée par un ensemble [ est une application de source I . On s’intéresse
ici au cas ou [ est strictement dénombrable c’est a dire qu’il existe une bijection o de N sur
I. On suppose également que la famille u est a valeurs dans un espace vectoriel normé E de
dimension finie. Dans ces conditions, on dit que la famille u est sommable si ’on peut choisir la
bijection o de sorte que la fonction u, en escalier sur [0, +oo[, coincidant sur chaque intervalle
[n, n+ 1] (n € N) avec la constante uq() , soit intégrable sur [0, +oo[. On montre enfin que

I'intégrale / u, est indépendante du choix de la bijection o . Sa valeur s’appelle somme de la
R4

[ee]
famille (sommable) u et se note Zul . On a ainsi Z u; = / Uy = Z U (n) -
iel iel R+ n=0
Théoréme CARACTERISATION DES FAMILLES SOMMABLES
Soit u = (u;);e; une famille indexée par un ensemble dénombrable & valeurs dans un espace
vectoriel normé de dimension finie F/'. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) La famille u est sommable

(ii) Il existe une bijection o : N +—— FE telle que la série ) uq(,) soit normalement
convergente

(iii) Pour toute bijection o : N +—— E la série ) uq(,) est normalement convergente

(iv) L’ensemble des sommes Z ||ug||, ot J décrit 'ensemble des parties finies de N, est

une partie majorée de Rfj
(v) Il existe une suite (J,)nen croissante de parties finies de I recouvrant I (i.e U Jn=1)
neN
telle que les sommes Z ||ui]| soient majorées
i€Jn

(vi) Pour toute suite (J,,)nen croissante de parties finies de I recouvrant I les sommes
Z ||u;|| sont majorées
icJn

Lorsque 1'une de ces conditions est vérifiée la somme de u est donnée par

Zui = Zug(n) = T}Lr{)lo Z Uu; (1.9)

el neN 1€Jn

[0 L’assertion (iv) montre que toute sous-famille d’une famille sommable est sommable. La
formule (1.9) est encore valable pour tout recouvrement croissant de I par une suite
croissante de parties (pas spécialement finies) de I .

[0 L’assertion (ii) montre qu’une suite a valeurs dans un espace vectoriel normé de dimension
finie est sommable si et seulement si la série associée est normalement convergente.
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—1)¢
[0 Prenons la suite anharmonique : I = N* et u = (( ) > . Le choix dans (v) du
t icl

recouvrement croissant de I par les segments J,, = [1, 2n ] donne
n 1 2n 1 n 1
IUED SR T SR IE B DI o) e
i€Jn k=1 = k=1 k=1
SR R
w; = - — - Inn+v)— (In(2n) +v) +0o(1) = —In2 + o1
; ’; - ; - = (Inn+9) = (In(2n) +7) + o(1) (1)

+oo
d’apres la formule (1.8) du §I1.3. On a donc lim Zul = —In2 = ZuZ Mais on

n—-+00
ZEJn

peut aussi former un recouvrement croissant (J!),en+ de I par des partles finies telles
que les sommes partielles Z u; de la famille u le long de ce recouvrement divergent en
i€l

convergeant dans R :

L'exemple J! = {2k | k € [1,n?]}U{2k — 1| k € [1, n]]} donne en effet (par 'usage
comme ci-dessus de la formule (9) du §2.3) Z Ui ~ 5 Inn.

i,
L'exemple J” = {2k | k € [1,n]}U{2k — 1 | k € [1, n*]} donne un recouvrement

croissant de I par des parties finies telles que Z U; ~ —3 Inn.
icJ!
O Siwu = (u)ier et v = (vj);es sont deux familles sommables a valeurs dans une algebre
normée A de dimension finie, alors la famille produit w = (uivj)(i,j)e IxJ est sommable et
Z Uivj:ZUiZ?}j.
(3,9)eIxJ el jeJ

O Etude de la sommabilité de la famille de réels positifs u indexée par N*P définie par

1
(Rt - +ny)e (p fixé dans N* et o dans R*)
P

La moyenne géométrique de p réels positifs étant inférieure a leur moyenne arithmétique,
1

u(nlv 1”10) =

ON & Uy, my) S —& & = U(ny, - n,) - La famille v est la famille produit de la suite
nf .- ng
1
riemannienne (—a> p fois par elle méme. Elle est donc sommable lorsque o > p.
nr /J nen+

Par domination, la famille u est sommable lorsque o > p et sa somme vérifie

1 +o0 1 p
Z (n1+"-+np)a<<;n_;> '

(n1,-,np)EN*P

1
(N1 + - +ny)P
sons J, = {(n1,---,n,) € N | ny + -+ +n, < n}. (Jp)sp est un recouvre-
ment croissant de N*” par une suite de parties finies vérifiant Card(J,) = C. D’ou

Lorsque o < p, on a Uy, ... n,) = = W(pn,,m,) - Pour n € N*, po-

Page 2 Michel Lepez www.klubprepa.net ©EduKlub S.A.
Tous droits de I'auteur des ceuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des ceuvres autre que la consultation
individuelle et privée sont interdites.

Extrait gratuit de document, le document original comporte 5 pages.


file:www.klubprepa.net

