
Exercices de Mathématiques

Développements en séries entières

Énoncés

Énoncés des exercices

Exercice 1 [ Indication ] [ Correction ]

Trouver le développement en série entière de f(x) = e−x sin(x).

Exercice 2 [ Indication ] [ Correction ]

Trouver le développement en série entière de f(x) = arctan

(
x sin α

1− x cos α

)
, où 0 < α <

π

2
.

Exercice 3 [ Indication ] [ Correction ]

Trouver le développement en série entière de f(x) =
1

1 + x + x2
.

Exercice 4 [ Indication ] [ Correction ]

Trouver le développement en série entière de f(x) =

∫ x

0

exp(t2 − x2) dt.

Exercice 5 [ Indication ] [ Correction ]

Trouver le développement en série entière de f(x) = ln(x2 − 5x + 6)

Exercice 6 [ Indication ] [ Correction ]

Soit f(x) =
+∞∑
n=0

4nn!2

(2n + 1)!
x2n+1.

1. Quel est le rayon de convergence de cette série entière ?

2. Montrer que f satisfait à l’équation différentielle (1− x2)y′ − xy = 1.

3. En déduire une expression de f .

Exercice 7 [ Indication ] [ Correction ]

Développement en série entière de f(x) = (arcsin x)2.
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Exercices de Mathématiques

Développements en séries entières

Indications, résultats

Indications ou résultats

Indication pour l’exercice 1 [ Retour à l’énoncé ]

Utiliser f(x) = Im e(i−1)x. En déduire e−x sin(x) =
+∞∑
n=0

2n/2

n!
sin

3nπ

4
xn.

Indication pour l’exercice 2 [ Retour à l’énoncé ]

Montrer que f ′(x) = Im
( eiα

1− xeiα

)
. En déduire f(x) =

+∞∑
n=1

sin nα

n
xn.

Indication pour l’exercice 3 [ Retour à l’énoncé ]

Noter que f(x) =
1− x

1− x3
.

Indication pour l’exercice 4 [ Retour à l’énoncé ]

Montrer que f(0) = 0 et ∀x ∈ R, f ′(x) = −2xf(x) + 1.

Poser y(x) =
+∞∑
n=1

anx
n. On trouve a1 = 1, a2 = 0 et an = − 2

n
an−2.

Finalement : ∀x ∈ R, f(x) =
+∞∑
n=0

(−4)nn!

(2n + 1)!
x2n+1.

Indication pour l’exercice 5 [ Retour à l’énoncé ]

Au voisinage de 0, écrire f(x) = ln(2− x) + ln(3− x).

En déduire f(x) = ln 2 + ln 3−
+∞∑
n=1

( 1

2n
+

1

3n

)xn

n
pour |x| < 2.

Indication pour l’exercice 6 [ Retour à l’énoncé ]

1. Le rayon de convergence de la série entière définissant f est 1.

2. Montrer que f est solution de (1− x2)y′ − xy = 1 sur ]− 1, 1[.

3. Résoudre l’équation homogène, puis utiliser la méthode de variation de la constante.

Trouver finalement : ∀x ∈]− 1, 1[
+∞∑
n=0

4nn!2

(2n + 1)!
x2n+1 =

arcsin(x)√
1− x2

.

Indication pour l’exercice 7 [ Retour à l’énoncé ]

Montrer que (1− x2)f ′′(x) = 2 + xf ′(x). En déduire f(x) =
+∞∑
n=1

22n−1(n− 1)!2

(2n)!
x2n.
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