Sciences Indusrielles

Automatique : Transformée de Laplace

Cours (1° partie)
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Sciences Indusrielles

‘ Automatique : Transformée de Laplace
Cours (1°" partie)

TRANSFORMEE DE LAPLACE. CALCUL SYMBOLIQUE. MODELE
TRANSFERT.,

1.1 Définitions.

1.1.1 FONCTION CAUSALE
On appelle ainsi une fonction u(t) pour laquelle: u(r) =0 ; Oz <0.
Dans la suite du document, nous utiliserons exclusivement des fonctions causales.

1.1.2 FONCTION ECHELON UNITE (OU FONCTION DE HEAVISIDE)

u(t)ll
e [O¢<0;u()=0

e >0 u(r)=1 ot

Remarque:

Dans ce qui suit on ne sintéressera pas a la fonction sin(wt) , par exemple, mais a la fonction causale
sin(wt).u(t) :

sin(wt) uw =0, Ot<O0 et sn(wt) uy =sin(wt), Ot 0

1.1.3 TRANSFORMEE DE LAPLACE MONOLATERALE (OU CLASSIQUE)

On appelle transformée de Laplace L. mono latérale (si elle existe) d'une fonction f() causale, lafonction :
LI/ O1=F(p)= [, f(y ™ dt
avec lavariable pcomplexe, p=o+iw

Remarques:

On n'exposera pas les conditions d'existence de la transformée, remarquons seulement que :

» ft) doit étre d'ordre exponentiel, c'est a dire majorable al'infini par des exponentielles.

- a L [fo] =Fp-= I:f(t) e dt correspond un nombre réel o, appelé abscisse de convergence de f,

tel que:
Tlm Plan complexe
L [fo] = Fp existe s Re(p) = 0 > a,, Jon ‘ exgence
L [fo] = Fp n'existe passi Re(p) =0 < g, ol T Re
|
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Sciences Indusrielles

) Automatique : Transformée de Laplace
Cours (1°" partie)

« Lacorrespondance entre ft) et F(p) est biunivoque.

R_R Cc._.C
t-fo p-Fo
Fonctions réelles avariableréelle Fonctions complexes a variable complexe

Domaine temporel

i

Domaine de Laplace

«F

L rf(t)

L Y F(p)]

1.2 Calcul destransforméesusudlles.

1.2.1 ECHELON UNITE

u() A
up=0, O0¢r<O0 L
up=1, O¢r>0
0
o L [uol
— —_ -pt
L [uw]=Fp = Io e dt 1
0 .7 D°° . -pt . -pt
L [um]zge 0 =lim %e E— lim %e E
D p H)" t—00 p t-0 p
1
L [uw] ==
p
1.2.2 RAMPE UNITAIRE
f@®
fy =t uw
L [fo]=Fp= J'w (e’ dt
0
o . L [fol= Fp = 2
En intégrant par partie 4
U=t
d_U =1
dt
d_V:e'pt Vz_e_pt
dt p
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Sciences Indusrielles

) Automatique : Transformée de Laplace
Cours (1°" partie)

fo av . - ITUd—th+ J’“jd—Uth
0" dt 0 dt 0" dt
O 7m0 o
D‘te O = Fp +I,—l e ” dt
o P70y ° p
-pt Dw

lim %te E—O= Fp +@r>5e’p
-0 p ﬂ)+

0 - 0= Fp - -

1
Fop = —
p

1.2.3 IMPULSION PHYSIQUE (OU CRENEAU) DE SURFACE UNITE

f(t)=ti sti]oyl, fo =0 s tO[0t] to,
' 1
t .
; 1 /Alrezl
L [fol = Fo) = I . oserdt -
0 1 .
0 t
10e?D _1 *’“HE |
=—O0—0 =+ = e
L0 PG LOP P LV(ZH:F(M%E%_E
1

1.2.4 VI.2.4 IMPULSION DE DIRAC UNITAIRE

o)
On définit I'impulsion de Dirac unitaire en faisant

tendre t; vers O dans le créneau unitaire. Cela revient a
générer une amplitude infinie pendant un temps nul, ce qui ne
correspond évidemment & aucun signal physique réel, mais
cette fonction peut étre utile dans I'analyse théorique du
comportement temporel d'un systéme.

0
L [dw] =1

Remarque: si pour piloter un systeme automatique, lors du calcul par le modele, on
démontre qu’il est nécessaire d’envoyer un Dirac, il sera nécessaire de modifier [’automatisme (le
schéma bloc). Un Dirac est impossible a réaliser avec précision.

. —e M
L [o0] =t|I£Tcl) E

phy
X x"
Avec le développement limité: ¢* = 1 + 7 Tk —
n!
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