Sciences Indusrielles

Automatique : Transformée de Laplace
Cours (2éme partie)

LES SYSTEMES AUTOMATISES

Transformées de Laplace - Calcul symbolique
Modele transfert

Plan (cliquer sur le titre pour accéder au paragraphe)
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1.4 Transformation de Laplace inverse

Cette opération consiste a rechercher la fonction temporelle £(z) qui correspond & une expression
F(p) donnée.

Lorsque les fonctions en p sont sous forme de fractions rationnelles en p, la méthode la plus
commode consiste a exprimer cette fonction comme une somme de termes plus simples dont on connait les
transformées inverses. (voir tableau des transformées usuelles au paragraphe 1.2.7)

a,p”" +.tap+a _N

( np lp 0) - (p) — H(p)

(b,p" + .. +bp+b) D(p)

En admettant que les racines du dénominateur ne soient pas d’ ordre multiple, on peut factoriser le

dénominateur en suivant la nature réelle ou complexe des racines.
e Sipy#0

Soit lafonction :

k 1
D(p)=[Ni(P+a )], (p*a. ) +e])
e S by=0
k 1
D(p)=p[|iey(pa, )], (p+a, ) +w])
on peut donc exprimer H(p) comme une somme de termes :
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g 5 Bleva)
H(p)=—+
p 11P+01 —1(p+a )Z+o) -1(p+a )Z+a)
Somme dans laguelle les coefficients A, Aj, B;, B; sont détermines par identification. L’ original temporel

de chaque terme est alors obtenu par exploitation du tableau des transformées de Laplace. La réponse totale est
donc une combinaison linéaire de type :
a;t

Constante, e ", ™" sin(wyt ) et e %" cos(wyt )

1.4.1 EXEMPLE

. . + , L. . .
Soit lafonction X(p)= p*2 , ladécomposition en éléments simples est de laforme :
(p*+5)(p+10)
X(p)=—tla—t
pt5 p+li0
Par identification, il vient: 104, +54, =2 e A, + 4, =1, soit 4, = —%;Az =§
- _-3/5, 8/5 : s ) . -
Dou, X(p)= + ce qui conduit a la transformée de Laplace inverse x(t) en utilisant la
pt5S p+i0
connai ssance Ci-dessous :
fey=e" F(p)=—=
pta
o 8 10t
x(t ——— +—
(1) 5
1.5 Transmittance d’'un systéme linéaire
15.1 REPRESENTATION DE LA

TRANSMITTANCE D'UN SYSTEME : FONCTION DE TRANSFERT

() Systeme )

Entrée linéaire Sortie

Soit laloi de comportement du systéme exprimée al’ aide d’ une éguation différentielle :
n m
Bnd S(t)+...Blds(t)+Bo s(z)=Amd it +.. de(t)Jer e
dt" dr"
Nous supposons que le systéme part du repos ; que |’ étude de I’ évolution du systéme se font autour
du point au repos ou d’ étude.
C'est a dire que I'entrée e) et ses dérivées ainsi que la sortie st) et ses dérivées sont causales d'une

part et d'autre part que toutes les conditions initiales sont nulles ( excepté BMH et %MH qui ne
+ d[ +

sont pas forcément nulles).
Si on prend latransformée de Laplace des deux membres de |'éguation différentielle on obtient :

(B,p"+ .. +B; p+By)Sw=(4, p" + .. + A, p+4)) Epp)

Sw)_ (A, p" "+ H A p+dy)
Ew @B,p"+ .. +B p+By)

= Hp)
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La fonction H(p) est appelée fonction de transfert ou transmittance du systéme. Elle est
caractéristique du systeme qu'elle représente mathématiquement. C'est souvent une fraction rationnelle en
p.

15.2 DEFINITIONS ET REMARQUES :
» Lessystémes physiques rencontrés sont telsque: m<n
* nestappelél'ordre du systéme.
» Les racines du dénominateur sont appelées « Pble». Pour que la fonction soit stable il est
nécessaire que les pdles soient a partie réelle négative et seulement un pole réel nul.

Un systéme est dit intégrateur lorsgu’il possede un péle en p=0.
Sp _ (A, p"+..FAp+dy)
Ew p°(B,p"+..+B, p+B,)
classe est . ¢ représente le nombre d’ intégrateur dans la fonction transfert.

e Laracine du numérateur sont appel ées « z€ro ».
Un systéme est dit dérivateur lorsgu’il posséde un zéro en p=0.

Si latransmittance s écrit : , I’ordre du systeme est c+n et la

1.5.3 REPRESENTATION DE LA
TRANSMITTANCE SUR UN SCHEMA FONCTIONNEL

1531 Leprincipe
fonction transfert
E(p) . S(p)
H(p)

S() = H(p) E(p)

1532 Des équations au schéma bloc
Reprenons les équations du moteur & courant continu développer au « 1.3.2..1.1.Notion de point d’ étude
un systéme automatisé ou conditions de Heaviside » de ce document.

1 U(p)—E(p) = (Lp + R)I(p)

2. E(p) = KeQ(p)

3. Cm(p) = Cr(p) = (Jp+ /)Q(p)

4. Cm(p) = Kt.1(p)

Etape 1
Le schémafonctionnel du moteur permet de déterminer I’ entrée et la sortie du systéeme.
Cr(p)

U(p) Q
—> M oteur ‘_()p)

Cr(p) représente le couple récepteur modéliséici en perturbation car souvent inconnu précisément.

Etape 2
U(p) intervient dans I’ équation 1 : U(p) - E(p) = (Lp + R)I(p) , €lle se met sous laforme:

1
[U(p)—E(p)]-—(Lp+R) =1(p)

Il vient donc naturellement :
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up 4~ UE-EP) i '(p)
kd (Lp +R)
E(p)
Etape 3
[(p) intervient dans |’ égquation 4 : Cm(p) = Kt.I(p) - || vient donc naturellement :
I Cm
(p) Ki (P)
Etape 4
Cm(p) intervient dans |’ équation 3 : Cm(p) - Cr(p) = (Jp + £)Q(p) , €lle se met sous laforme :
1
m -Cr . =.Q
[emtp) = cr(p)] -5 77 = Q)
Il vient donc naturellement :
Cr(p)
cmp)+ X ) L | op)
(Jp+f)
Etape5
Q(p) intervient dans |’ équation 2 : E(p) = Ke.Q(p) - I vient donc naturellement :
E(p) Q(p)
«~— Ke [«
Etape 6
Par assemblage des schémas traduisant les éguations 1, 2, 3 et 4, on obtient |e schéma bloc suivant :
Cr(p)
Upe) + -~ UP-EP) 1 '® cm(p) + X 1 p)
(Lo + ) ki 5 (Up+ /)
E(p) Ke

Remarque : un schémabloc est un outil graphique de représentation d’ un systéme d’ équations.

1533 Recherche d’une fonction transfert a partir
d’un schéma bloc
On se propose ici de rechercher le modéle mathématique du moteur dont le schéma bloc est donné ci-

dessus. Pour sefaire, on utilise le principe de superposition.

1- Dansun premier temps, on recherche H(p) :M en posant Cr(p)=0.

U(p)

Le schémabloc devient :
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