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Exercice 1

1) Soit f une fonction réelle définie et continue sur . f étant continue sur , elle est continue,

pour tout x∈ , sur [x, x + 1], donc, pour tout x∈ , l’intégrale 
  

f(t)dt
0

x
∫  existe et la fonction

x
  

f(t)dt
0

x
∫  est continue sur . Ainsi, g est bien définie et continue sur , donc ∆ est une

application de E dans E.

Soient alors (f1, f2)∈E2  et λ∈ . E étant un espace vectoriel, f1  + λ f2  est un élément de E.

Notons alors g1, g2  et g les images respectives des fonctions f1, f2  et f1  + λ f2  par ∆. On a :

∀x∈ , g(x) = 
⌡
⌠

0

x
(f1(t) + λ f2(t))dt   donc, par linéarité de l’intégrale :

= 
⌡
⌠

0

x
f1(t) dt   + λ 

⌡
⌠

0

x
f2(t) dt  i.e. :

= g1(x) + λg2(x) soit encore :

∆(f1  + λ f2) = ∆(f1) + λ∆(f2).

∆ est donc une application linéaire de E dans E. On peut donc conclure :

∆ est un endomorphisme de E

2) a) Soit f∈E. f étant continue sur , elle admet des primitives, de classe C1  sur . Soit F l’une
d’elles. On peut alors écrire, en notant g l’image de f par ∆:

∀x∈ , g(x) = F(x) - F(0).

F étant de classe C1  sur , g est donc de classe C1  sur . On peut désormais conclure :

Pour toute fonction f de E, ∆(f) est dérivable sur 

b) Soit 1( , ) l’espace vectoriel des fonctions de classe C1  sur . D’après le résultat

précédent, on peut écrire : Im ∆ ⊂ 1( , ).Comme 1( , ) ≠ E (par exemple, la fonction x x

étant définie et continue sur , elle appartient à E mais, n’étant pas dérivable en 0, elle

n’appartient pas à 1( , )). Ainsi, Im ∆ ≠ E. On peut donc conclure :

∆ n’est pas surjective de E dans E
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3) Soit f un élément de Ker ∆. On a :

∆(f) = 0  ⇒  ∀x∈ , 
⌡
⌠

0

x
f(t) dt   = 0 soit, en notant F la primitive de f qui s’annule en 0 :

  ⇒  ∀x∈ , F(x) = 0 soit, par dérivation, f étant la dérivée de F :

  ⇒  ∀x∈ , f(x) = 0 i.e. :

 ⇒  f = 0.

Ainsi, on a : Ker ∆ = {0}. On peut finalement conclure :

∆ est pas injective de E dans E

4) a) Comme f est un vecteur propre de ∆ associé à la valeur propre λ, on a : ∆(f) = λ f, soit,

comme λ est une valeur propre non nulle de ∆ : f = 
1
λ

∆(f). Or, d’après le résultat de la question

2b, ∆(f) est dérivable sur , donc f est dérivable sur . Ainsi, h est dérivable sur  comme
produit de fonction dérivables sur , et on a :

∀x∈ , h’(x) = 






f’(x) - 1

λ
 f(x)  e- x

λ .

Or, on a : f ’ = 
1
λ

∆(f)’, donc, comme : ∀x∈ , ∆(x) = 
⌡
⌠

0

x
f(t) dt   : f’ = 

1
λ

f. On peut donc écrire :

∀x∈ , h’(x) = 0.

La fonction h étant de dérivée nulle, on peut donc conclure :

h est constante sur 

b) Comme h est constante sur , on peut donc écrire qu’il existe un réel c tel que :

∀t∈ , h(t) = c i.e. :

∀t∈ , f(t)e- t
λ = c d’où :

∀t∈ , f(t) = ce
t
λ donc, par définition de ∆, en notant g l’image de f par ∆ :
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∀x∈ , g(x) = ⌡
⌠

0

x

ce
t
λ dt  i.e. :

= 
  
λc et/ λ 

  
 
  0

x
 d’où :

∆(f) est la fonction g définie sur  par : ∀x∈ , g(x) = λce
x
λ  - λc

5) Soient λ∈ * et, pour tout c∈ *, fλ,c la fonction définie sur  par : ∀x∈ , fλ,c(x) = ce
x
λ . D’après

le résultat de la question 4a, si λ est valeur propre de ∆, alors les seules fonctions propres non
nulles possibles de ∆ associées à la valeur propre λ sont les fonctions (fλ,c)c∈ *  . Or, d’après le

résultat de la question 4b, on a, comme λc ≠ 0 : ∀c∈ *, ∆(fλ,c) ≠ λfλ,c. Ainsi, ∆ ne peut admettre
de valeur propre non nulle. De plus, d’après le résultat de la question 3, ∆ est injective, donc 0
n’est pas valeur propre de ∆.

On peut donc conclure :

∆ n’a aucune valeur propre

6) a) Montrons par récurrence que, pour tout n∈ , Fn est de classe Cn+1 sur .

• Au rang n = 0. Comme F0∈Im ∆ et comme Im ∆ ⊂ 1( , ), F0  est de classe C1  sur . La

propriété est donc vérifiéé au rang n = 0.

• Soit n∈ . Supposons que Fn soit de classe Cn+1 sur . On a : Fn+1 = ∆(Fn), donc :

∀x∈ , Fn+1(x) = 
⌡
⌠

0

x
Fn(t) dt  .

Ainsi, Fn+1 est la primitive de Fn sur  qui s’annule en 0. Or, par hypothèse de récurrence, Fn

est de classe Cn sur . Ses primitives, et en particulier Fn+1, sont donc de classe Cn+1 sur . La

propriété est donc vérifiée au rang n + 1.

• On peut donc conclure :

Pour tout n∈ , Fn est de classe Cn+1 sur 

b) ✿ Soit n∈ . Fn étant de classe Cn+1 sur , elle est de classe Cn+1, pour tout x∈ , sur le

segment d’extrémités 0 et x. En appliquant la formule de Taylor avec reste intégral à l’ordre n
entre 0 et x, on peut donc écrire :

∀x∈ , Fn(x) = 
  

Fn
(k)

(0)
k!k=0

n

∑  xk +
(x − t)n

n!0

x
∫  Fn

(n+1)
(t) dt ✿.
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✿ Soit n∈ *. Montrons alors par récurrence que : ∀k∈[[0, n]], Fn
(k) = Fn-k.

• Au rang k = 0. On a : Fn
(0) = Fn. La propriété est donc bien vérifiée au rang k = 0.

• Soit k∈[[0, n - 1]]. Supposons que : Fn
(k) = Fn-k. On a alors : Fn

(k+1) = Fn-k’. Or, par définition de

Fn-k, Fn-k est la primitive  de Fn-k-1 nulle en 0. On a donc : Fn
(k+1) = Fn-k-1. La propriété est donc

vérifiée au rang k + 1.

• On a donc : ∀k∈[[0, n]], Fn
(k) = Fn-k.

En considérant la relation ✿, on peut donc écrire :

∀x∈ , Fn(x) = 
  

Fn−k (0)
k!k=0

n

∑  xk +
(x − t)n

n!0

x
∫  F0'(t) dt donc, comme : ∀k∈[[0, n]], Fk(0) = 0 :

 = 
  

(x − t)n

n!0

x
∫  F0'(t) dt d’où, comme F0 ’ = f :

∀n∈ , ∀x∈ , Fn(x) = 
  

(x − t)n

n!0

x
∫  F0'(t) dt
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Exercice 2

1) a) g est continue sur -*  et sur +*  comme quotient (dont le dénominateur ne s’annule pas)
de fonctions continues sur ces intervalles. De plus, il existe une fonction ε de limite nulle en 0

telle que, quand t est au voisinage de 0 :

sin t = t - 
t3

6
 + t3 ε(t) donc :

g(t) = -
t
6

 + tε(t) d’où :

lim
t→0

  g(t) = 0.

Comme g(0) = 0, on peut donc conclure :

g est continue sur 

b) g étant continue sur , elle admet des primitives sur , continues sur . Soit G l’une

d’entre elles. On peut alors écrire : ∀x∈ , 
⌡
⌠

x

2x
g(t) dt   = G(2x) - G(x). Or, comme G est continue

sur , on a :

lim
x→0

  G(2x) = lim
x→0

  G(x) = G(0) d’où :

  
lim
x→0

g(t) dt
x

2x
∫ = 0

c) On a, par linéarité de l’intégration :

∀x∈ *, f(x) = 
⌡
⌠

x

2x
g(t) dt   + 

⌡
⌠

x

2x t

t2
dt   i.e. :

 = 
⌡
⌠

x

2x
g(t) dt   + 

⌡
⌠

x

2x 1
t

dt   soit encore :

 = 
⌡
⌠

x

2x
g(t) dt   +  ln t 2x

x
  d’où :
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 = 
⌡
⌠

x

2x
g(t) dt   + ln 2x  - ln x  soit finalement :

 = 
⌡
⌠

x

2x
g(t) dt   + ln2.

Or, d’après le résultat de la question précédente, on a : lim
x→0

 
⌡
⌠

x

2x
g(t) dt   = 0. On a donc :

lim
x→0

  f(x) = ln2. Comme f(0) = ln2, on peut désormais conclure :

f est continue en 0

2) On a : ∀x∈ *, f(-x) = 
⌡
⌠

-x

-2x sin t

t2
dt  . La fonction t -t étant de classe C1  sur , on peut alors

écrire, en effectuant le changement de variable u = -t (du = -dt) :

∀x∈ *, f(-x) = - 
⌡
⌠

x

2x sin (-u)

u2
du donc, sin étant impaire :

 = 
⌡
⌠

x

2x sin u

u2
du i.e. :

 = f(x).

On peut donc conclure :

f est paire

3) a) La fonction t
sin t
t2 est continue sur -*  et sur +*  comme quotient (dont le

dénominateur ne s’annule pas) de fonctions continues sur ces intervalles. Ses primitives sur -* 

et sur +*  sont donc dérivables sur ces intervalles. Soit G l’une d’entre elles. On a alors : ∀x∈ *,

f(x) = G(2x) - G(x). f étant la somme de fonctions dérivables sur -*  et sur +* , on peut donc

conclure :

f est dérivable sur R-*  et sur R+* 

b) En considérant la primitive G de t
sin t
t2  définie précédemment, on a :
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