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ECOLE DE HAUTES ETUDES COMMERCIALES DU NORD

Concours d'admission sur classes préparatoires

MATHEMATIQUES

Option scientifique

Mardi 6 mai 1997, de 8h a 12h

La préseﬁtation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements
entreront pour une part importante dans I'appréciation des copies.
Les candidats sont invités a encadrer, dans la mesure du possible, les résultats de leurs calculs.

Seules sont autorisées :

Une régle graduée. .
Une calculatrice de poche pouvant étre programmable et jou alphanumérique, &

fonctionnement autonome, sans imprimante, sans document d'accompagnement et de
surface de base maximum de 21 cm de long sur 15 cm de large.

EXERCICE 1
Dans cet exercice, E désigne l'espace vectoriel des fonctions continues de R. dans R.

On note A I'application qui & toute fonction f de E associe la fonction A(f) = g, définie par :
VxeR, g(x) = joxf(t)dt.

1) Montrer que A est un endomorphisme de E.
2) a. Vérifier que, pour toute fonction f de E, A(f) est dénvable.
b. En déduire que A n'est pas surjective.
3) Montrer que A est injective.
4) On suppose, dans cette question, que A possede une valeur propre A non nuile et on

désigne par fun vecteur propre associé a A.
X

-a. Montrer que la fonction h, définie pour tout réel x, par h(x) = f{x) e *, est constante.
-b. Déterminer alors A(f).
5) Conclure a l'aide des questions précédentes que A n'a aucune valeur propre.
6) Pour toute fonction f de E, on pose : Fo = A(f) et Vne IWN*, F, = A(Fn.1).
a. Montrer que F, est de classe C""".
" (x-D)P
b. En déduire que : VxeR, Fu(x) = jo TI (t)dt.
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EXERCICE 2
On consideére la fonction f définie par : f(x) = f ————dt st x=0 et f{0)=In(2).

smt—t ;
st t# 0.

gt) =
g(0) =0.

1) On considére la fonction g définie par

a. Vérifier que g est continue sur R.
2x
b. Montrer que : lim j g(t)dt=0.
x—07x

c. En déduire que f est continue en 0.
2) Montrer que f est paire.
3) a. Montrer que f est dérivable sur ] -00, 0 [ et sur ] O, +oo |.
b. Calculer f'(x), pour tout réel x non nul.
¢. En déduire que f est dérivable en 0 et donner £'(0).
d. Etudier le signe de f'(x) sur ] 0, +oo [.
4) a. Montrer que : Vxe€] 0, +oo [, | f(x) | < z—lx—

b. En déduire lim f(x).

X~—>+00

5) a. Montrer que f{n/2)> 0 et que f(r) < 0.

b. Montrer que f(2n) = J (~—— - ——————1—2)sin( t)dt. En déduire que f{2r) > 0.

t2  (t+m)
c. Tracer, dans un repére orthonormé, les hyperboles d'équations respectives

1 1
y=-— ety= Ix ainsi que l'allure de la courbe représentative de la restriction
X

2x
def a[-2m 2% ]

EXERCICE 3
Soit fune application linéaire de R* dans R? et g une application linéaire de R? dans R>.

On note A la matrice de f relativement aux bases canoniques de R> et R”, A est donc une
matrice de %, 3(R), c'est-a-dire une matrice a 2 lignes et 3 colonnes, a coefficients réels.
On note B la matrice de g relativement aux bases canoniques de R* et R*, B est donc une
matrice de %4 2(R), c'est-d-dire une matrice a 3 lignes et 2 colonnes, a coefficients réels.

1) Vérifier que gof € Z(R?).

2) a. Montrer que Im gof — Im g.
b. Montrer que dim Im g < 2.
c. Déduire des questions précédentes que dim Im gof < 2.
d. Conclure que gof n'est ni surjective, ni injective.

3) En déduire une valeur propre de BA.
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: 01
On suppose maintenant que AB = ( ) Oj .

X
4) Soit X = ( j , X et y étant deux réels tels que (x, y) = (0, 0).
y

a. Montrer que BX # 0.
b. Montrer que si A est vaieur propre de AB alors A est valeur propre de BA.
c. En déduire que BA est diagonalisable.

PROBLEME
Dans tout le probléme, n est un entier naturel non nul.

Partie I

Une variable aléatoire Z, a valeurs dansN, étant définie sur un espace probabilisé (Q,4P), A
étant un événement de ¢, de probabilité non nulle, on définit la variable aléatoire T = Z / A

(Z sachant que A est réalis¢) par : Vke N, P(T =k) =P([Z =k]/ A).

On considére un événement A vérifiant P(A) # 0 et P(A) # 1.

Montrer que si Z a une espérance, alorsZ / A et Z/A ont aussi une espérance et que :

E(Z)=P(A)E(Z/A)+P(A)E(Z/A).

Partie 11

On dispose de deux urnes, U et V. Initialement, {'urne U est vide et I'urne V contient 2n boules
numérotées de 1 4 2n. '
On effectue une suite d'épreuves, chacune consistant & choisir, aléatoirement et de maniére
¢quiprobable, un nombre compris entre 1 et 2n, puis 4 transférer la boule portant le numéro
choisi, de I'urne dans laquelle elle se trouve dans I'autre urne.

Pour tout entier k élément de [} 0, 2n [], on dit que U est dans l'état By lorsque U contient k
boules et on dit que U accéde 4 I'état Ey lorsque U contient k boules pour la premiére fois.
On note X la variable aléatoire égale au nombre d'épreuves qu'il faut effectuer pour que U
acceéde a I'état By et égale 4 O si I'état E, n'est jamais atteint.

On admettra que Xy a une espérance, notée m;.

Enfin, pour tout entier j, élément de [| 0, 2n -1 [], on pose Ny =X - X

Le but de cette partie est d'évaluer le nombre moyen d'épreuves nécessaires pour que U accéde
a l'état Ey, c'est-a-dire d'évaluer le nombre my. ’

1) Montrer que X, et X, sont des variables certaines et en déduire leurs espérances.
2) a. Donner, pour tout j €lément de [|0, 2n -1 |], une interprétation de la variable N;.

b. Montrer que N; a une espérance que l'on notera 1; dans la suite.
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3) Soit j un élément de [| 1, 2n -1 {].
a. Soit A; I'événement : " U accéde a l'état Ej.; depuis I'état E;, en une seule épreuve”.

Calculer P(4A)).
b. Montrer que N;/ A; est la variable certaine égale a 1 et que Nj/ Ay =1+ Nia + N
» ) ) 20+ 1y
¢. Montrer, en utilisant la partie I, que : Vie [| 1, 2n-1{], = TR
n-—j

1 . .
d. En déduire que : Vje {|0,2n -1}, = ZnJO x2n-1 (2-x) ) dx

4) Soit k un élément de 1, 2nl]
a. Ecrire, en la justifiant, la relation liant X et No, Ny, ..., Nic1.

b. En déduire la relation liant my et Ho, {1, ..., Hi-1.
k-1 k k
i i kU x —{2-x)
c. Vérifier que : Vx = 1 2ot g _yyd = 20k .
dterque Ve 1 357 2o) e
b oex x-2-x0)f :
d. Montrer que l'intégrale X [ Jdx est convergente.
0 2(x-1)
Ak k
1 x (I+t)" —(1-t
5) En déduire que : Vke [| 0, 2n|],mk=nj.0 (1~t)2nk[( ) t( ) ]dt.

Partie III : étude de deux cas particuliers.

1) Evaluation du nombre moyen d'épreuves nécessaires pour que U accéde a l'état E, , c'est-a-
dire pour que, pour la premiére fois les urnes U et V contiennent le méme nombre de boules.

- 11-(1-1)2" o 1 -
. a. Montrer que l'intégrale j- ————=—— dt converge et vaut z— (on pourra utiliser
- 0 t ' = k
la formule donnant la somme des premiers termes d'une suite géométrique).
1 1-(1-t2)n Rt

b. Montrer que l'intégrale ————————— dt converge et vaut — » —.

que l'intégr Io : g 5 Z; =

A o
c. En déduire alorsque: m,=n p ——.
e 2k -1

2) Evaluation du nombre moyen d'épreuves nécessaires pour que U accéde a I'état B,
c'est-a-dire pour que, pour la premiére fois I'urne V soit vide.

1(1+t)P —~(1-t)P
a. Pour tout entier naturel p, on pose : I, = Jo ( )P = ( ) dt.

t
Vérifier que I, est une intégrale convergente puis calculer I - Ips.
2n 2k
b. En déduire que my, =n T
k=1
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Exercice 1

1) Soit f une fonction réelle définie et continue sur E. f étant continue sur [, elle est continue,
pour tout xi B, sur [x, x + 1], donc, pour tout xi B, I'intégrale (‘axf(t)dl existe et la fonction

X = (‘axf(t)dl est continue sur . Ainsi, g est bien définie et continue sur F, donc D est une
application de E dans E.

Soient alors (fy, f2)l E2 et ITR. E étant un espace vectoriel, f; + | f, est un élément de E.

Notons alors g1, g» et g les images respectives des fonctions f,, f, et f; +1 f, par D. On a :

"xI R/, g(x) = gx (f1.(t) +1 fo(t)) dt donc, par linéarité de l'intégrale :
0]
8 8% .
=8 fi(t)dt +1 8 fo (t) dt i.e. :
0] 0]
=010 +192(x) soit encore :

D(f1 + 1 f2) =D(f1) + 1 D(f2).

D est donc une application linéaire de E dans E. On peut donc conclure :

| D est un endomorphisme de E

2) a) Soit fl E. f étant continue sur B, elle admet des primitives, de classe C! sur R. Soit F I'une
d’elles. On peut alors écrire, en notant g I'image de f par D:

" xI R/, g(x) = F(X) - F(0).

F étant de classe C! sur R, g est donc de classe C! sur . On peut désormais conclure :

| Pour toute fonction f de E, D(f) est dérivable sur R

b) Soit %, (@, B) I'espace vectoriel des fonctions de classe C! sur R. D’aprés le résultat
précédent, on peut écrire : Im DI %, @, R).Comme %, &, R) ! E (par exemple, la fonction x + |X|
étant définie et continue sur [, elle appartient a E mais, n’étant pas dérivable en O, elle

n'appartient pas a %, ®, [)). Ainsi, Im D! E. On peut donc conclure :

| D n’est pas surjective de E dans E
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3) Soit f un élément de Ker D. On a :

AX
D=0 b "xR, 8 f()dt =0 soit, en notant F la primitive de f qui s’annule en O :
0
P "xIR,F(x)=0 soit, par dérivation, f étant la dérivée de F :
P "xIR,f(x)=0 i.e.:

Ainsi, on a : Ker D= {0}. On peut finalement conclure :

| D est pas injective de E dans E

4) a) Comme f est un vecteur propre de D associé a la valeur propre |, on a : D(f) = | f, soit,

1 N . .
comme | est une valeur propre non nulle de D: f = T D(f). Or, d’apres le résultat de la question

2b, D(f) est dérivable sur |, donc f est dérivable sur . Ainsi, h est dérivable sur B comme
produit de fonction dérivables sur i, et on a :

“XIR, () = ?(x)—%f(x)g et

QX
Or,ona:f = % (), donc, comme : " xI B, D(X) =3 f(t)ydt :f = % f. On peut donc écrire :
0
"xI ®, h'(x) =0.

La fonction h étant de dérivée nulle, on peut donc conclure :

| h est constante sur R |

b) Comme h est constante sur [, on peut donc écrire qu’il existe un réel c tel que :

"ti’, h(t) =c i.e. :
R t N
"tIH, f(e T =c dou :
N t g e .
"tl R, f(t) =cel donc, par définition de D, en notant g I'image de f par D :
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8% t
"xXIR,g(x) =§ cel dt ie. :
0
_ 1 0 ,
= a ce i, d’ou

X
|

-lc

D(f) est la fonction g définie sur® par : " xI |, g(x) = ce

5) Soient | T R™ et, pour tout cl R™, fi . la fonction définie sur i par : " xI R, fi c(x) =cei . D’aprés
le résultat de la question 4a, si | est valeur propre de D, alors les seules fonctions propres non
nulles possibles de D associées a la valeur propre | sont les fonctions (f ¢).jp~ - Or, d’apres le

résultat de la question 4b, on a, comme lc® 0 : "clR*, D(fi ¢) ! |fi c. Ainsi, D ne peut admettre
de valeur propre non nulle. De plus, d’aprés le résultat de la question 3, D est injective, donc 0
n’est pas valeur propre de D.

On peut donc conclure :

D n’a aucune valeur propre

6) a) Montrons par récurrence que, pour tout ni [, F, est de classe C"** sur R.

e Aurang n = 0. Comme Fgl Im Det comme Im DI %;(®, R), Fo est de classe C! sur R. La

propriété est donc vérifiéé au rang n = 0.
« Soit ni F. Supposons que F, soit de classe C"*1 sur B. On a : Fnp+1 = D(Fn), donc :

X
Fn(t) dt .
0

"XI R/, Fae1(X) =

D> OO

Ainsi, Fh+1 est la primitive de F, sur B qui s’annule en 0. Or, par hypothese de récurrence, Fp
est de classe C" sur R. Ses primitives, et en particulier F,+1, sont donc de classe c"*1l sur R. La
propriété est donc vérifiée au rang n + 1.

* On peut donc conclure :

Pour tout ni i, F, est de classe C"** sur R

b) o Soit ni k. F,, étant de classe C"*! sur R, elle est de classe C"*1, pour tout xi i, sur le

segment d’extrémités O et x. En appliquant la formule de Taylor avec reste intégral a I'ordre n
entre O et x, on peut donc écrire :

" X’I‘ H, Fn(X) én n (o) k Qj( (X_ t)n

(n+1)
F, (t) dt O.
oo K! n
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o Soit nl M™*. Montrons alors par récurrence que : " ki [0, n], F,® = F,_k.
«Aurang k = 0.0n a : F,(© = F,. La propriété est donc bien vérifiée au rang k = 0.

- Soit ki [0, n - 1]. Supposons que : F,% = F,_. On a alors : F,*1 = F,_’. Or, par définition de
Fn-k» Fn-k est la primitive de Fn_k.1 nulle en 0. On a donc : F,®* D = F_, ;. La propriété est donc
vérifiée au rang k + 1.

= On adonc : " ki [0, n], Fn® = Fyy.

En considérant la relation [0, on peut donc écrire :

n n
- (e X(x-t -
"xI’, Fa(xX) = é ”‘IE'( )xk + QX% Fo'(t) dt donc, comme : " kl [[0, n], Fx(0) =0 :
k=0 -
X(x- " N :
= (ax x pr ) Fo'(t) dt d’ou, comme Fg =f:
T xx-0"
nl kB, " xI &, Fa(X) = Q Fo'(t) dt
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Exercice 2

1) a) g est continue sur BZ et sur B¥ comme quotient (dont le dénominateur ne s’annule pas)
de fonctions continues sur ces intervalles. De plus, il existe une fonction e de limite nulle en O

telle que, quand t est au voisinage de O :

3
sint=t-% + £ (t) donc :
t N
ag) =- g + te(t) dou :
tI(l@m0 g(t) =0.

Comme g(0) = 0, on peut donc conclure :

| g est continue sur R |

b) g étant continue sur R, elle admet des primitives sur [, continues sur E. Soit G I'une

32X

d’entre elles. On peut alors écrire : " x| [, 8 g(t) dt = G(2x) - G(x). Or, comme G est continue
X

sur B, on a :

lim. G(2x) = lim. G(x) = G(0 dou :

g 23 oy (x) = G(0)

. 2X
lim Q gt)dt=0
X® 0

c) On a, par linéarité de l'intégration :

92X

R - 82X t i
"xl R ,f(x)=8 gydt +% —dt i.e.:
« 8 2
X
32X 5
= 8 g(t)dt + 82)( 1 dt soit encore :
8 8 t
X X
82x ) .
= 8 g(t)dt + 8n|t|H2X dou :
X
X
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82x
=8 gt)dt + In|2x| - In|X| soit finalement :
X

82x
=8 g(t)dt +In2.
X
82x
Or, d’apreés le résultat de la question précédente, on a : XIE@mO 8 g(t)dt = 0. On a donc :
X
XIg@m0 f(x) = In2. Comme f(0) = In2, on peut désormais conclure :
| f est continue en O |
Y - §-2X sin t . . 1

2) Ona:"xIR™, f(-x) :8 — dt . La fonction t— -t étant de classe C~ sur [, on peut alors

t
-X

écrire, en effectuant le changement de variable u = -t (du = -dt) :

12X <in (-
"X R, f(-x) = - g w du donc, sin étant impaire :
, u
42X i
_ 8 sinu du o
8 U2
X
= f(x).

On peut donc conclure :

sint

2 est continue sur BRX et sur R¥ comme quotient (dont le

3) a) La fonction t—

dénominateur ne s’annule pas) de fonctions continues sur ces intervalles. Ses primitives sur B~
et sur B¥ sont donc dérivables sur ces intervalles. Soit G I'une d’entre elles. On a alors : " xi R*,
f(x) = G(2x) - G(x). f étant la somme de fonctions dérivables sur B* et sur E* , on peut donc
conclure :

f est dérivable sur R* et sur R¥*

. . sint . .
b) En considérant la primitive G de t— 2 définie précédemment, on a :
Page 2 Matthias FEGYVERES — Stéphane PRETESEILLE - Maxence DEHORTER O EduKlub S.A.

Tous droits de I'auteur des ceuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des ceuvres autre que la consultation individuelle et privée sont
interdites.

Extrait gratuit de document, le document original comporte 27 pages.



