Intégrales impropres

Enoncés

EXERCICE 1

Déterminer la nature des intégrales impropres suivantes :

1.1 L/;Mf(t) dt, ou f est une fonction continue sur R’ et de signe

constant sur un intervalle [a, +od de R*, tendant vers a (a € R* oU

@: R* U{*OO,‘FOO}) en 4oo.
1.2 [Nty
1 t
+o0 _to
1.3L e dt (a € R),

1.4 L 4¢.

o Jtd —1t)

1o dt
1.5 LW'
EXERCICE 2
Soit (1,),., la suite définie par :

t2

Vnen, I, = ff‘xt"e’? dt .

o0

On rappelle que 1, = 42p et I; = O (cf chapitre Variables a densité).
1) Montrer que, pour tout ne N, I, converge.
2) Déterminer, pour tout n € N, une expression de l,+> en fonction de I,.

3) En déduire, pour tout n € N, une expression de I, en fonction de n.
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Intégrales impropres

EXERCICE 3

Soit ce[l,4+oc[. On considére une fonction g positive, continue sur [1,+o,
décroissante sur [c,+od et telle que l'intégrale f;m g(t)dt soit divergente. On considére

également une suite (w,)_,. telle que :

Wn+1 - Wn ~ g(n) -
1) Soient g et N deux entiers naturels tels que : ¢ <q <N.

a) Montrer que :
vnefa +od g0 +1) < [ gt < o).
b) En déduire que :
N N1 N
J adt <3 am < [ “g®dt + g
n=q

2) Soit ¢ un réel de |0,1/.

a) Montrer que :
3g e [c,+ocf, Vn € [q, +oo, (1-5)g(n) <w, ,-w, < (1+=)g(n)

b) En déduire que :
N q N
We[a+ 1 +oc[,(1-2) < [ g®dt —(L-2) [ g®dt +w, <w, <(@L+2) [ g®dt + (1 +2)g@) +
3) Montrer alors que :
w, wflng(t) dt.

4) Prouver enfin que :

~Inn.

x| =
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Intégrales impropres

Corrections

EXERCICE 1

1) Trois cas se présentent :

2)

- si aeR’ . Dans ce cas, par définition de la limite, on peut donc écrire :
JA € R, M>A, f(t) z%z 0. Comme l'intégrale f;x%dt diverge, on peut donc écrire,

d'aprés les théorémes de comparaison des intégrales de fonctions positives,
que l'intégrale j;m f(t) dt diverge,

- Si a=+o00. Dans ce cas, on peut écrire, par définition de la limite
JAc R, M>A, f(t)>1. Comme l'intégrale Lﬂcl dt diverge, on peut donc écrire,

d'aprés les théoremes de comparaison des intégrales de fonctions positives, que
I'intégrale j;m f(t) dt diverge.

- Si a € R"U{-oo}. En raisonnant comme précédemment avec la fonction -f,

on montrerait que l'intégrale ﬁ:x f(t) dt diverge.

On peut finalement conclure :

L'intégrale fo+°of(t) dt diverge

La fonction tHInTt est continue sur [1,+oc| en tant que quotidien (dont le

dénominateur ne s'annule pas) de fonctions continues sur (1, +oo| . De plus, on
a:

vt €[e,+oq[, In t > 1 soit, en divisant par t >0 :

vt € [e,+o0], Inth .

- | =

Les fonctions tHInTt et tHInTt étant continues et positives sur [1, +¥],

+¥ . . . . N .
comme | % diverge (intégrale de Riemann), les criteres de comparaison des
1

intégrales de fonctions positives nous permettent alors d’écrire que :

L'intégrale fﬂclnTt dt diverge
1
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