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Partie |. Propagation déterministe

. A. 1. Larelation derécurrence qui régit lasuite u, (A) s écrit : Up4(A) = (1- CA)u,(A) + CA . Cettesuiteest arithmético-
géométrique. On chercheleréd O te que a = (1— CA)a +CA ,etl’'ontrouve: a =1, et larelation de récurrence susdite
Sécrit: Upg(A)-1=(1- CA)(un (8) —l). La suite (un(A) —l) est une suite géométrique de raison 1-ca , dou:

Uy (8) ~1= (1~ CA)"(ug(2) ~1) , etfindlement :

u,(4)=(1- CA)”@N—@+1. Conséquence: lim u,(A)=1.

Nn- +oo

0t d ot o o

: gas%<%a 1,dou: ﬁ <t<H§E 1Ha,cequi implique:

I. A. 2. a. Par définition de la partie entiére

t-A <A§E<t Il enrésute: lim AEE

I.A.2.b. Soit n= %g Quand A - 0, 0n a: In((l—CA) ) nin(l-CA) ~ -nCA = - % - =Ct. Lalimite de

-C LR H _ —C l _
(1-cA)" estdonc ™, d'oir: IAIEnoU[t/A](A)_e ‘@N 1@+1.
. A.3.Larelation donnée équivaut a: €' /() + €“'CF (t) = Ce“', pour tout t IR , . Lasomme €' f'(t) +e“'Cf (t) estla

dérivéede g(t) =€ f (t) , etlarelation précédente s écrit : g'(t) =Ce™ ,d'ou: g(t)=€°* +K , oUK est uneconstante. Par

suite, f(t) =€ “'g(t)=1+Ke . Lavaeur de K sobtient en faisant t=0, ce qui donne: % = f(0)=1+K, doi:

1 . _ctH1 - L s . o
K =5 -1, etfindlement f(t)=1+e Ctgﬁ—l@. C et lavaleur delalimitetrouvée alaquestion précédente.
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I. B. L Larelation derécurrencequi régit lastite (v, (A)) s écrit: v,,,,(8) = (1+Ca)v,(a) - Cav, (a)?, soit :
Vi (8) = 0(vo(a)), 00 ¢(x) = (1+CA)x-CAX?. Pour x<1,0na: ¢'(x) = (1+ CA) - 2CAx21-CA >0, cequi prouve

quelafonction ¢ est strictement croissante sur ]— oo,l] .
1 1 1 101 _1
Ona: vi(B) = (1+ CA)W—CAW:W+CAQ—N@N>WZVO(A),et
vi(8) =9 (vo(8)) = q@%@«p(l) =1.Aing, larelation: v,(&) <v,,;(8) <1 estvraiepourn = 0.

Si cetterelation estvraiepour uncertain , [N , dorslacroissancedelafonction conduita: ¢ (v,(4)) <¢ (vi.(4)) <0 (1),

S0it : Vpug(B) < Vpeo(A) < 1. Ceci démontre par récurrencequel’ona: vy (4) < v (A) <1 pour tout (TN -

Lasuite (vn (A)) est donc strictement croissante, cequi prouveque V,, (&) = v (A) = — pour tout , [N , etil enrésulteque

1

N
, \ 0oL .0 . . . - 1

lasuite (v, (2)) estavaeursdans EN_]H Etant croissanteet majorée, cettestiteadmet unelimite L telleque: =< L <1.

Cettelimitevérifiedeplus: ¢ (L) = L, soit:L=0oulL = 1. Commeﬁ <L<1,laseulevaeurpossibledeL est : L = 1.

Il estainsi démontréquelasuite (vn (A)) est avaleursdans 2L , ]% est strictement croissante, et apour limite 1.

I.B.2.a.* Larelationderécurrencequi régit lasuite (v, (4)) s écrit :

1=V (8) =1V, () = CAV, (8) + CAV, (8)* = (1-v,,(B))1 - CAv, (1)) . Comme v,,(A)= % ona:
1—CAvn(A)sl—% et comme v,,(A) <1, onafinalement :
CA
(1-va (@)~ CAv, () = (- Vi (B))H- @sout 1-Voa(8) = (L= va(B) - =25
* L’inégdlité précédenteimplique:: 1- v (A)<(l—v (A))@—%EP soit: 0<1-v,(B)< @—i@—%g
. n > 0 N E . n S N N
Comme g<CA <1€tqueN > 4,il estclairque: 0<1—%<1. Lasériedetermegénéra @—%% %g estunesérie

géométriqueconvergente, etlasériedetermegénéral 1 - v, (A) est donc convergenteelleauss.

I.B. 2. b. Ladéfinition : x, :zl_v—cnsz implique: X)r(1+1 - 11__V$+?(AA))'1—1CA .
- n n

Larelation: 1-vy,,(8) = (1— v (A))(l— CAv,, (A)) trouvéeen . B. 2. a conduit aorsa:

Xy _ 1 COV,(A) 1+ CALvi (2) .Onsaitquel-v,(A) » Oguandn — +oo. Il enrésuite::
Xn 1-CA 1-CA

U cA 1 )2
INXpeq — INX, = Inﬁ+ = ;A )§~ 1_CéA (1-v,(a)) quendn — +oo.
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Lessériesde termes généraux : cA 1-v_(A)) e : Inx, —InXx, sont deux sériesatermes généraux positifs équiva
g 1-CA n n+l n

lents : ellessont donc deméme nature, et lasériedetermegénéral Inx,,; —Inx,, estdoncconvergente.

n-1
[.B.2.c.Ona: Inx, —Inxy = Z(Inxkﬂ—lnxk),qui apour limites quand n — +o0. Il enrésulte quelalimitede Inx,,
=0

1 . g 1 10 ) , .
est: s+Inxg =s+|n§[—ﬁ§. Lalimitede x, est donc: eXpBSHHQ—N _Q_N% , qui est un réel strictement

positif. En conséquence : 1- v, (A) = x,(1- Ca)" ~ Q—%Ees(l— CA)" quand n — +o0,

|.B.3.a.0npose: y, = (A) 1 vient : Yn+ - Vn+1(A) ll_Vn(A)_ 1 .
( <»<1 " T W) T
Nous avonsvu que: Vo1 (A) = v, (a)(1+ Ca - Cav, (a)) et que: 1- v, (8) = (1- v, (a))(1-Cav,(a)).
i enréaite: Yot - 1+CA—CAvn(A)_ L gon: Yo 4o 1+CA - CAv,,(A) - (1- CAv, (A))(1+CA)
Yi 1-Cavy(a) 1+Ca Vi (1- cav,(a))a+ca)

Lenumérateur sesimplifie et apparait égal a: C2A%v, (1) , ensorteque:

Yna —q4 CZAZVH (A)
Yn (1+ca)(1- cav,(a)) -

I.B.3.h.* Lafonction: u. In(l+u),définiepouru > -1, apour dérivéeseconde . Cettefonction est donc concave,

(u+1)
ce qui implique que son graphe est situé au-dessous de ses tangentes, en particulier de satangente al’ origine, dont I’ équation
est:y=u.llenrésulte: In(1+u) < u pour tout pouru > -1.
Si I’on neveut pas utiliser laconvexité, on peut éudier lafonction auxiliaire : ¢ (u) = u—In(1+u) .

e Cetteinégalité: In(1+u) < u, appliquée au résultat delaquestion 1. 3. B. a, conduit a:

Chvy(8)  H_  Cv(8)  _ CPv(8)

+CA)(1-Cav,(8))T (L+CA)(1-Chv,(8)) ~ 1-CAv,(8) -

Yn+ H
Ny, —Iny, = Iny -In%+(l

n

A 272
va(8) <1 ,d’ou:lnyn+1—lnynsCA

Puisque v, (8)<1, ona:

1-CAv,(a) 1-ca 1-CA°
] . yq q-1 CZAZ
E fIn==Inyg—Iny, = - < :
n conséquence Inyo Inyq,=Iny, ;(Inynﬁ_ Iny”)<q1—CA
Ya _ (N-Dvq(8)

. , . Vo(B) 1 .
Par ailleurs, il est clair que y, = —2 = ,dou: L=
> €Yo = 1a) T N1

C2N?
1-CA”°

1) (A)

g
Onaaing démontré que: In S <q
t

N
Hlv

|.B.3.c. L"expresson de Yot trouvéeen I. B.3.a montreque 2L > 1, cequi signifiequelastiite (v, ) est croissante, d ol
Yn Yn
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I’on déduit : —>1 Lerésultat del.B. 3. c. seprécisedoncans :
Yo
1 (N-Zvg(a)

0<InD(1 Vq )1+CA a

|
O, 5l
NIRRT

Soit q = m D. Onsait quelalimitedegd, quand A — 0, estt (question |. A. 2. a.). L’ encadrement précédent permet donc
FN=

(N-Dvg8) 5 o o (N-Dvg(a)
o affirmer IlmlnD(1 @)rca O’dou'(l-vq(A))(1+CA)q =1+1).

On démontre commeen |. A. 2. b. quelalimitede (1+CA)?, quandA — 0, est gCt,d'ol:

N-=-1)v, (A Ct 1-v,(A
(lT):(qA()) =1+ o(l))(eCt + o(l)) =e“ +0(1) . En conséquence, lalimitede 1:/?/iA()A) est: I\(Ia—l ,lalimitede v:((i) )
est: (N —1)e‘Ct,IaIimitedeL est: 1+(N -2)e™ ,etenfin:

vq(8)
1
[ -+

|m t/A]( ) —Ct(N_l)_
|. B. 4. Lardation donnée équivalt a: () CEIL —1%, pourtout t OR . .Lafonctiont . - h'(tz est ladérivée de

hr)? Chit) O ht)

H(t) = h() etlarelation précédente s écrit : H'(t) = C(1- H(t)) , et cettefonction H(t) satisfaitalamémerelationquela

fonction f (t) delaquestion|. A. 3.. Onendéduitimmédiatement :

H(t) =1+Ke™", ol K est une constante, donc : h(t) = 1?(;“3‘ Lavaleur deK s obtientenfaisant t = 0, cequi donne::
+Ke
1 1 . . 1 . - s .
—=h(0)=———,dol: K =N -1,etfindement : h(t) = —-.C estlavaleur delalimitetrouvéealaquestion
N 1+K 1+(N -2e
précédente.

Partie Il. Propagation probabiliste

ILA.Soit n ON et r O{0L...,N -1} .Alinstant (n+1)A , il resteexactementr personnesnoninforméess et seulementsi :
e oubien: alingant nd, il reste exactement r + 1 personnes non informées & une de ces personnes est informée dans

I'intervalledetemps [nA, (n +1)A] ; laprobabilité decet événement est :

Ro(Ar +2)BA(r + (N - (r +1)).

e oubien:al'ingtant N4, il reste exactementr personnes non informéeset aucune personnesupplémentairen’ estinforméedans
I'intervalledetemps [nA, (n +1)A] ; laprobabilité decet événement et :

R.(a.r)(1-par(N -)).

Laformuledesprobabilitéstota essetraduit doncpar I égalité :

P (A1) = Py(Ar +1)BA(r +1)(N ~(r +1)) + Pn(A,r)(l—BAr(N —r)) , cequi est laformule demandée.
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