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Partie I. Propagation déterministe n

I. A. Premier modèle de propagation.

I. A. 1. La relation de récurrence qui régit la suite ( )un ∆  s’écrit : ( ) ( ) ( )u C u Cn n+ = − +1 1∆ ∆ ∆ ∆ . Cette suite est arithmético-

géométrique. On cherche le réel α  tel que ( )α α= − +1 C C∆ ∆ , et l’on trouve : α = 1 , et la relation de récurrence susdite

s’écrit : ( ) ( ) ( )( )u C un n+ − = − −1 1 1 1∆ ∆ ∆ . La suite ( )( )un ∆ −1  est une suite géométrique de raison  1 − C∆ , d’où :

( ) ( ) ( )( )u C un
n∆ ∆ ∆− = − −1 1 10  , et finalement :

( ) ( )u C
Nn

n∆ ∆= − −





+1
1

1 1 . Conséquence : ( )lim
n

nu
→+∞

=∆ 1.

I. A. 2. a. Par définition de la partie entière, t t t
∆ ∆ ∆







≤ < 





+1 , d’où : t
t

t
∆

∆
∆

∆





≤ < 





+






1 , ce qui implique :

t
t

t− < 





≤∆ ∆
∆

. Il en résulte : lim
∆

∆
∆→







=
0

t t .

I. A. 2. b. Soit n
t= 



∆

. Quand ∆ → 0, on a : ( )( ) ( )ln ln ~1 1− = − − = −





→ −C n C nC t C Ctn∆ ∆ ∆
∆

∆ . La limite de

( )1− C n∆  est donc e Ct− , d’où :  [ ]( )lim
∆ ∆ ∆

→
−= −





+
0

1
1 1u e

Nt
Ct .

I. A. 3. La relation donnée équivaut à : ( ) ( )e f t e Cf t CeCt Ct Ct′ + = , pour tout t ∈ +R . La somme ( ) ( )e f t e Cf tCt Ct′ +  est la

dérivée de ( ) ( )g t e f tCt= , et la relation précédente  s’écrit : ( )′ =g t CeCt , d’où : ( )g t e KCt= + , où K est une constante. Par

suite, ( ) ( )f t e g t KeCt Ct= = +− −1 . La valeur de K s’obtient en faisant  t = 0, ce qui donne : ( )1
0 1

N
f K= = + , d’où :

K
N

= −1
1 , et finalement : ( )f t e

N
Ct= + −





−1
1

1 . C’est la valeur de la limite trouvée à la question précédente.
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I. B.  Deuxième modèle de propagation.

I. B. 1. La relation de récurrence qui régit la suite ( )( )vn ∆  s’écrit : ( ) ( ) ( ) ( )v C v C vn n n+ = + −1
2

1∆ ∆ ∆ ∆ ∆ , soit :

( ) ( )( )v vn n+ =1 ∆ ∆ϕ , où : ( ) ( )ϕ x C x C x= + −1 2∆ ∆ . Pour x ≤ 1 , on a :  ( ) ( )′ = + − ≥ − >ϕ x C C x C1 2 1 0∆ ∆ ∆ , ce qui prouve

que la fonction ϕ est strictement croissante sur ] ]− ∞,1 .

On a : ( ) ( ) ( )v C
N

C
N N

C
N N N

v1 2 01
1 1 1

1
1 1 1∆ ∆ ∆ ∆ ∆= + − = + −



 > = , et :

( ) ( )( ) ( )v v
N1 0
1

1 1∆ ∆= = 



 < =ϕ ϕ ϕ . Ainsi, la relation : ( ) ( )v vn n∆ ∆< <+1 1  est vraie pour n = 0.

Si cette relation est vraie pour un certain n ∈N , alors la croissance de la fonction ϕ conduit à : ( )( ) ( )( ) ( )ϕ ϕ ϕv vn n∆ ∆< <+1 1 ,

soit : ( ) ( )v vn n+ +< <1 2 1∆ ∆ . Ceci démontre par récurrence que l’on a : ( ) ( )v vn n∆ ∆< <+1 1  pour tout n ∈N .

La suite ( )( )vn ∆  est donc strictement croissante, ce qui prouve que ( ) ( )v v
Nn ∆ ∆≥ =0
1

 pour tout n ∈N , et il en résulte que

la suite ( )( )vn ∆  est à valeurs dans 
1

1
N

,





. Etant croissante et majorée, cette suite admet une limite  L  telle que : 
1

1
N

L≤ ≤ .

Cette limite vérifie de plus : ( )ϕ L L= , soit : L = 0 ou L = 1. Comme 
1

1
N

L≤ ≤ , la seule valeur possible de L est : L = 1.

Il est ainsi démontré que la suite ( )( )vn ∆  est à valeurs dans 1
1

N
,





, est strictement croissante, et a pour limite 1.

I. B. 2. a. • La relation de récurrence qui régit la suite ( )( )vn ∆  s’écrit :

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 1 1 11
2− = − − + = − −+v v C v C v v C vn n n n n n∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ . Comme  ( )v

Nn ∆ ≥ 1
, on a :

( )1 1− ≤ −C v C
Nn∆ ∆ ∆  , et comme ( )v n ∆ < 1 , on a finalement :

( )( ) ( )( ) ( )( )1 1 1 1− − ≤ − −



v C v v

C
Nn n n∆ ∆ ∆ ∆ ∆

, soit : ( ) ( )( )1 1 11− ≤ − −



+v v C

Nn n∆ ∆ ∆
.

• L’inégalité précédente implique : ( ) ( )( )1 1 10− ≤ − −



v v

C
Nn

n

∆ ∆ ∆
, soit : ( )0 1 1

1
1< − ≤ −



 −



v

N
C
Nn

n

∆ ∆ .

Comme 0 1< <C∆  et que N ≥ 4 , il est clair que : 0 1 1< − <C
N
∆

. La série de terme général 1
1

1−



 −



N

C
N

n∆
 est une série

géométrique convergente, et la série de terme général ( )1 − vn ∆  est donc convergente elle aussi.

I. B. 2. b. La définition : 
( )

( )
x

v

C
n

n
n=

−

−

1

1

∆

∆
 implique : ( )

( )
x
x

v

v C
n

n

n

n

+ +=
−
− −

1 11

1

1

1

∆
∆ ∆

. .

La relation : ( ) ( )( ) ( )( )1 1 11− = − −+v v C vn n n∆ ∆ ∆ ∆  trouvée en I. B. 2. a. conduit alors à :

( ) ( )( )x
x

C v
C

C v

C
n

n

n n+ =
−

−
= +

−
−

1 1

1
1

1

1

∆ ∆
∆

∆ ∆
∆

. On sait que ( )1 − vn ∆ → 0 quand n → +∞. Il en résulte :

( )( ) ( )( )ln ln ln ln ~x x
x
x

C v

C
C

C
vn n

n

n

n
n+

+− = = +
−
−











 −

−1
1 1

1

1 1
1

∆ ∆
∆

∆
∆

∆  quand n → +∞.
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Les séries de  termes généraux : ( )( )C
C

vn
∆

∆
∆

1
1

−
−  et : ln lnx xn n+ −1  sont deux séries à termes généraux positifs équiva-

lents : elles sont donc de même nature, et la série de terme général ln lnx xn n+ −1  est donc convergente.

I. B. 2. c. On a : ( )ln ln ln lnx x x xn k k
k

n

− = −+
=

−

∑0 1
0

1

, qui a pour limite s quand  n → +∞. Il en résulte que la limite de ln xn

est : s x s
N

+ = + −





ln ln0 1
1

. La limite de xn  est donc : exp lns
N N

e s+ −











= −





1
1

1
1

, qui est un réel strictement

positif. En conséquence : ( ) ( ) ( )1 1 1
1

1− = − −





−v x C
N

e Cn n
n s n∆ ∆ ∆~  quand  n → +∞.

I. B. 3. a. On pose : 
( )

( )( )( )
y

v

v C
n

n

n
n=

− +

∆

∆ ∆1 1
. Il vient : 

( )
( )

( )
( )

y
y

v
v

v
v C

n

n

n

n

n

n

+ +

+
=

−
−

+
1 1

11

1 1

1

∆
∆

∆
∆ ∆

. . .

Nous avons vu que : ( ) ( ) ( )( )v v C C vn n n+ = + −1 1∆ ∆ ∆ ∆ ∆  et que : ( ) ( )( ) ( )( )1 1 11− = − −+v v C vn n n∆ ∆ ∆ ∆ .

Il en résulte : 
( )

( )
y
y

C C v
C v C

n

n

n

n

+ =
+ −

− +
1 1

1

1

1

∆ ∆ ∆
∆ ∆ ∆

. , d’où : ( ) ( )( )( )
( )( )( )

y
y

C C v C v C

C v C
n

n

n n

n

+ − =
+ − − − +

− +
1 1

1 1 1

1 1

∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆

∆ ∆ ∆

Le numérateur se simplifie et apparaît égal à : ( )C vn
2 2∆ ∆ , en sorte que :

( )
( ) ( )( )

y
y

C v

C C v
n

n

n

n

+ = +
+ −

1
2 2

1
1 1

∆ ∆
∆ ∆ ∆ .

I. B. 3. b. • La fonction : ( )u ua ln 1+ , définie pour u > -1, a pour dérivée seconde 
( )

−
+

1

1 2u
. Cette fonction est donc concave,

ce qui implique que son graphe est situé au-dessous de ses tangentes, en particulier de sa tangente à l’origine, dont l’équation

est : y = u. Il en résulte : ( )ln 1+ ≤u u  pour tout pour u > -1.

Si l’on ne veut pas utiliser la convexité, on peut étudier la fonction auxiliaire : ( ) ( )ϕ u u u= − +ln 1 .

• Cette inégalité : ( )ln 1+ ≤u u , appliquée au résultat de la question I. 3. B. a., conduit à :

( )
( ) ( )( )

( )
( ) ( )( )

( )
( )

ln ln ln lny y
y
y

C v

C C v

C v

C C v

C v
C vn n

n

n

n

n

n

n

n

n
+

+− = = +
+ −











 ≤

+ −
≤

−1
1

2 2 2 2 2 2

1
1 1 1 1 1

∆ ∆
∆ ∆ ∆

∆ ∆
∆ ∆ ∆

∆ ∆
∆ ∆ .

Puisque ( )v n ∆ < 1 , on a : 
( )

( )
v

C v C
n

n

∆
∆ ∆ ∆1

1

1−
<

−
, d’où  : ln lny y C

Cn n+ − ≤
−1

2 2

1
∆

∆
.

En conséquence : ( )ln ln ln ln ln
y

y
y y y y q

C
C

q
q n n

n

q

0
0 1

0

1 2 2

1
= − = − ≤

−+
=

−

∑ ∆
∆

.

Par ailleurs, il est clair que 
( )

( )y
v

v Nq
0

0

1

1

1
=

−
=

−
∆

∆
, d’où :  

( ) ( )
( )( )( )

y

y

N v

v C

q q

q
q

0

1

1 1
=

−

− +

∆

∆ ∆
.

On a ainsi démontré que : 
( ) ( )

( )( )( )
ln

N v

v C

q

q
q

−

− +















1

1 1

∆

∆ ∆
≤

−
q C

C

2 2

1
∆

∆
.

I. B. 3. c. L’expression de y
y
n

n

+1 trouvée en  I. B. 3. a. montre que 
y
y
n

n

+ >1 1 , ce qui signifie que la suite ( )yn  est croissante, d’où
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Partie II. Propagation probabiliste n

II. A. Une formule dans le cas discret.

II. A. Soit  n ∈N  et { }r N∈ −01 1, ,..., . A l’instant ( )n + 1 ∆ , il reste exactement r personnes non informées si et seulement si :

• ou bien : à l’instant  n∆, il reste exactement r + 1 personnes non informées et une de ces personnes est informée  dans

l’intervalle de temps ( )[ ]n n∆ ∆, +1  ; la probabilité de cet événement est :

( ) ( ) ( )( )P r r N rn ∆, + + − +1 1 1β∆ .

• ou bien : à l’instant  n∆, il reste exactement r personnes non informées et aucune personne supplémentaire n’est informée dans

l’intervalle de temps ( )[ ]n n∆ ∆, +1  ; la probabilité de cet événement est :

( ) ( )( )P r r N rn ∆, 1− −β∆ .

La formule des probabilités totales se traduit donc par l’égalité :

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )P r P r r N r P r r N rn n n+ = + + − + + − −1 1 1 1 1∆ ∆ ∆, , ,β∆ β∆ , ce qui est la formule demandée.

l’on déduit : 
y

y
q

0

1> . Le résultat de I. B. 3. c. se précise donc ainsi :

( ) ( )
( )( )( )

0
1

1 1 1

2

<
−

− +













 ≤

−
ln

N v

v C

C q
C

q

q
q

∆

∆ ∆
∆ ∆

∆ .

Soit q
t= 



∆

. On sait que la limite de q∆, quand ∆ → 0, est t (question I. A. 2. a.). L’encadrement précédent permet donc

d’affirmer : 
( ) ( )

( )( )( )
lim ln
∆

∆

∆ ∆→

−

− +













 =

0

1

1 1
0

N v

v C

q

q
q , d’où : 

( ) ( )
( )( )( )

( )
N v

v C
oq

q
q

−

− +
= +

1

1 1
1 1

∆

∆ ∆
.

 On démontre comme en  I. A. 2. b.  que la limite de ( )1+ C q∆ , quand ∆ → 0, est eCt , d’où :

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )

N v

v
o e o e oq

q

Ct Ct−
−

= + + = +
1

1
1 1 1 1

∆
∆

. En conséquence, la limite de 
( )

( )
v

v
q

q

∆
∆1−

 est :  
e

N

Ct

−1
, la limite de 

( )
( )

1− v

v
q

q

∆
∆

est : ( )N e Ct− −1 , la limite de ( )
1

vq ∆
 est : 1+ ( )N e Ct− −1 , et enfin :

[ ]( )
( )

lim
∆ ∆ ∆

→ −=
+ −0

1

1 1
u

e Nt Ct .

I. B. 4. La relation donnée équivaut à : 
( )

( ) ( )
′

= −








h t

h t
C

h t2

1
1 , pour tout t ∈ +R . La fonction 

( )
( )

t
h t

h t
a −

′
2

 est la dérivée de

( ) ( )H t
h t

= 1
, et la relation précédente  s’écrit : ( ) ( )( )′ = −H t C H t1 , et cette fonction ( )H t  satisfait à la même relation que la

fonction ( )f t  de la question I. A. 3. . On en déduit immédiatement :

( )H t Ke Ct= + −1 , où K est une constante, donc : ( )h t
Ke Ct=

+ −
1

1
. La valeur de K s’obtient en faisant  t = 0, ce qui donne :

( )1
0

1
1N

h
K

= =
+

, d’où : K N= − 1 , et finalement : ( )
( )

h t
N e Ct=

+ − −
1

1 1
. C’est la valeur de la limite trouvée à la question

précédente.
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