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On rappelle quelafonction ™ est définie, pour x > 0, par : I (X) =IO t*te'dt . Cettefonctionvérifie: I (x +1) = x (x)

pour tout x > 0. Pour n DN, ona: I (n) =(n-1).

e—x/bxt—l
Par définition, unevariablea éatoireX suivantlaloi I (b,1) ,avecb> 0 et T >0, apour densité: f(X):W S x>0
et f(x)=0 s x<0.0na: E(X)=bt et V(X)=b%.

Partie 1

1. 1. Soitr un entier strictement positif (I’ énoncé sembleoublier qu'il existe desentiersnégatifs). Laloi du X2 ar degrésde
X(r/Z)—le—x/Z
r(r/2)27

libertéestlaloi I @,%@,qui admet donc pour densitélafonction : f, (x) = sx>0etf(x)=0 s x<0.0n
a: E(X)=r etV(X)=2r.

_lk

A
1.2.a. Pourn = 1, I égalité proposée : € = ZO o e"‘t t™

dt e =1+ Ml
0 oD 1) S écrit - I , QUi estvraie, puisque

J’:e)‘_tdt =el = eAJje‘tdt =e (— e +1).

n-1
Si I"on suppose que cette égalité proposée est vraie pour un certain n ON , on caculel mtegraleI € _1), dt ay
tn—l n
moyen d'une intégration par parties: u=e', v = (n 1)I , dol: y=-gt et :W’ et
A tn—l
J’ et - I e dt et en reportant ceci dans|’ égalité proposée, il vient :
0
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N ~yk A n
e = Z}% +J’O et %dt , cequi prouve par récurrence ladite égalité.

1.2.b. Si lavariable déatoire Y, suitlaloi dePoisson P(A), A >0, dorspour tout k ON , ona: Y, =k)=e™ T

d'ou, pour tout n ON @ P(Y; <n)=P(Y, <n-1)=e?

Si lavariable déatoire X, suitlaloi du X &2n degrés de liberté, autrement dit laloi T (2,n), aorspour A >0, ona:

Py Xn—le—X/Z

P(Xon > 20) =1-P(X,, <2)) :1_.[0 mdx .Avecl'égaité: T (n) = (n—1)! etlechangement devariable: t :g,

A tn—le—t
J;) (n-1)t a

Enmultipliant par ¢~ lesdeux membresde!’ égalitétrouveéealaquestion 1. 2. &, on obtient :

il vient: P(X,, >2\)=1-

-1 - -1
)\tnlet n k

1—IO mdt:e‘A ;%,soit: P(X2, >21) = P(Y, <n).

n ok
1.2.c. Laguestion 1. 2. b. assure que: P( Xy, > X) = P(YX/2 < n) = e’X/ZQH%@, ol I’on définit : Qq(x) = % Le

calcul de Q,(x) par le procédéde Thomas Horner seferait naturellement en posant : Y, :% €t Viog = VX +m,

et donnerait : y,, = Q,(x). Maisil est trés malcommode d avoir & calculer successivement toutes ces factorielles, et cela
comportedegrandsrisquesd erreursd’ arrondis. Alors, il est plusindiquédeposer : z, = (n - k)!y, . Cettesuite z, sedéfinit

X

par: 2 =1, z4y = z— - +1, etdonneaubout ducompte: z, = Qn(x) . Cet dgorithmesetraduitimmédiatement par une

fonctionenlangagePascal :

(*************************************************************************)

FUNCTI ON PROB(Var n : integer ; x : real) : real ;

VAR z : real ;
k : integer ;
BEG N

X :=xl2; z:=1;

for ki=1ton-1do z :=2z*x/(n-k)+1 ;
PROB : = z*exp(-Xx)
END ;

(*************************************************************************)

1.2.d.Pour A > 0,0na: Fs(22) = P(Xg < 21) =1- P(Xg >2A) = 1- P(Y, <3) =1-P(Y; 2).
Latabledonnéepar I’ énonceé (et sur qui il fautlire Y, aulieude X, ) fournitalorslesvaleurssuivantes:
Fe(2) =1-P(Y; < 2) 00,0803, Fg(4) =1-P(Y, < 2) 00,3233, Fg(6)=1-P(Y; < 2) 10,5768,
Fs(8) =1- P(Y, <2) 00,7619, F4(10) =1~ P(Y < 2) 00,8753, Fg(12) =1~ P(Ys < 2) 00,9380,
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Fs(14) =1- P(Y; < 2) 00,9704 .

A quoi il faut gouter : Fg(0) = P(Xq < 0) = 0 de par ladéfinition delaloi T (b,t), et évidemment : F5(x) =0 pour tout

x<0-
Graphe: ey

_ Xze—x/z

Onsat que F{(x) = fg(x) = Eicl pour x > 0. Il enrésulteque F¢(0) = 0, et quelegraphedelafonction Fy présenteun

point d'inflexion pourx = 4.
1. 3. a. Puisque lavarigble déatoire X; suit uneloi normale (gaussienne) centrée réduite, sa fonction de répartition est :

P(X1< ) =ﬁf5“2/2dt =®(x) . Larépartition de X2 estdonc, pour x > 0 :

F(x) = P(Xf < x): P(—\/;s X, s\/;):cb(\/;)—cb(—«/;) , ce qui implique que, pour x > 0, ladensité de X7 est:

f(x):F'(x):(DZE/;)+¢£& ):Jlﬁ

x Y2672 et biensir : f(x)=0 s x<o0.

e ¥2x Y2

ry2z ™

Par ailleurs, laloi du X > a1 degrédelibertéest laloi @%@ qui admet pour densitélafonction : 1(x) =
+00
x>0,et f(x)=0 s x<0.llenrésulteque :J’0 t¥2e V2t = Jom =T %Eﬁ,aquelavariablealéatoire X2 suitla
. 2 o , . , N . 1
loi du x? aldegrédeliberté, ¢’ est-a-direlaloi I %5@
1 I
1.3.b. Lesvariables XZ, X3 ,.., X7 sontindépendantes et suivent chacunelaloi I %5@ En vertu de la stabilité per la

sommedelaloi ", lasomme X7 + X3 +..+X2 suitlaloi I @,E@,autrementdltlalm du X? ak degrésdeliberté,

1. 3. c. Soient deux entiersr et ' telsque: O<r <r', et soient Xy, X5, ., X, ..., X, desvaridblesindépendantes
gaussiennescentréesréduites. Lavariablealéatoire X = X2 + X 2+..+ X 2 suitlaloi du X ar degrésdeliberté, etlavariable
aéatoire X' = X2 + X2+..+X2+.+X2 siitlaloi du X* ar' degrésdeliberté. Onatoujours: X' = X, et|’ événement
(X" < x) implique donc I'événement (X < x). Il enrésulte: Fy.(x) = P(X’ < x) < P(X < x) = Fx(x). Le graphe dela

fonction x . Fy () est situéau-dessousdu graphe delafonction x . Fyx(x) , et méme strictement au-dessouspour x > 0.
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