Culture Générale _— Mathématiques
ESSEC 2000

Enoncé Maths 11

On considere un combat entre trois tireurs A, B, C, qui se déroule en une suite d’épreuves de la
facon suivante, jusqu’a I'élimination d’au moins deux des trois tireurs :

e Tous les tirs sont indépendants les uns des autres.

e Lorsque A tire, la probabilité pour qu’il atteigne son adversaire est égale a 2/3.

« Lorsque B tire, la probabilité pour qu’il atteigne son adversaire est égale a 1/2.

+ Lorsque C tire, la probabilité pour qu’il atteigne son adversaire est égale a 1/3.

e Lorsque I'un des tireurs est atteint, il est définitivement éliminé des épreuves suivantes.

« A chacune des épreuves, les tireurs non encore éliminés tirent simultanément et chacun d’eux
vise le plus dangereux de ses rivaux non encore éliminés.

(Ainsi, a la premiére épreuve, A vise B tandis que B et C visent A)

Pour tout nombre entier n > 1, on considére les événements suivants :

ABC, : '« alissue de la n'®™ épreuve, A, B et C ne sont pas encore éliminés ».

AB, . «alissuedelan épreuve, A et B ne sont pas encore éliminés ».
On définit de fagcon analogue les éveénements BC, et CA,,

An 1 «alissue de la n*™ épreuve, seul A n’est pas éliminé ».

On définit de facon analogue les événements B, et C,.

« & l'issue de la n®*™ épreuve, les trois tireurs sont éliminés ».

ieme

%]

n

Enfin, ABCy est I'’événement certain, ABy, BCq, CAg, Ao, Bo, Co, &, I'€Vénement impossible.

Partie 1

On établit dans cette partie | quelques résultats probabilistes préliminaires.
1) Calcul de probabilités.

a) Exprimer, si U et V désignent deux événements quelconques d'un espace probabilisé

= donné, la probabilité p(UU V) de I'événement UU V en fonction de p(U), p(V) et p(UN V).
:_\)

5 b) En déduire la probabilité pour qu’a une épreuve a laguelle participent A, B, C :

‘_’Jj (A rate son tir) et (B ou C réussissent leur tir).

i |

:_\)

:—_-;'- c) En déduire la probabilité pour qu’a une épreuve a laquelle participent A, B, C :

- (A réussit son tir) et (B ou C réussissent leur tir).

W)

) 2) Deétermination de probabilités conditionnelles.

a) Montrer que I'événement AB,, est impossible pour tout nombre entier naturel n.
Dans la suite, on ne considérera donc que les événements ABC,, BC,,, CA,, A, Bn, Ch et g, .

b) Expliciter la probabilité conditionnelle p(ABC,,, / ABC,).

n+l
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c) Expliciter p(BC,,, /ABC,) a l'aide de la question 1°, puis donner p(CA,,, /ABC,).

n+1 n+1

d) Expliciter p(A,,, /ABC,), p(B,., /ABC,) et p(C,., / ABC,) .
e) EXpIiCiter p(An+1 /CAn)' p(Bn+1 /BCn)' p(Cn+1 /CAn) et p(Cn+1 /BCn) .
f) Expli p(ra Bcn . P(@,., /BC,) et p(@,., /CA,).

3) Nombrer e

O
» .
On note A @ & “& re indig Jan le nombre d’épreuves a I'issue duquel cesse le combat,
c'est a @ au-dela c | il ne reste qu’un tireur au plus.
- & &

a) Q ““i‘ la probabilité e|’€Q1entT=1?

b) Soit n>2.Ca

d’ép ! e 6 ‘issue desquelles s’achéve le combat.

a probabilité de I'événement suivant :
" ABC, NABC, N....NABC,_, N ABC,.

c) Soit n>2. Calculer la probabilit¢é de la réunion des événements suivants pour
0<k<n-1 : ABC,N...NABC, NCA_, N...NCA,
(pour k=0, il s’agit de I'’événement CA, NCA, N...NCA,)

d) Soit n>2. Calculer la probabilit¢é de la réunion des événements suivants pour
0<k<n : ABC, n...nABC, NBC,, N...NnBC,
(pour k=0, il s’agit de I'événement BC, NBC, N...NBC,).

e) Soit n > 2. Calculer la probabilité p(T > n) pour que le

de la nieme épreuve, et en déduire la probabilité p(T
redonne bien pour n=1 le résultat obtenu a la question

) Vérifier que la somme de la série de terme généra

2 déterminer sous forme de fraction irréductible I'e

)

—r

=

g\ Partie 11

g\" Dans cette partie, on détermine les probabilités pour que A, B, C remg

e

% 1) Expression de la matrice de transition M

Kl a) On considére la matrice-colonne E, a sept lignes dont les sept sont dans cet
ordre, du haut vers le bas, p(ABC,), p(BC,), p(CA,), p(A,). p(B,), , p(2,) .
Expliciter une matrice M carrée d’ordre 7 vérifiant pour tout no naturel n

En+1 = MEn -
On vérifiera que la somme de chacune des sept colonnes de

b) En déduire E, en fonction de n, de M et E,.
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2) Calcul des puissances de la matrice M.

a) On considére deux matrices carrées d’ordre 3 notées U’, U” et deux matrices rectangulaires
a 4 lignes et 3 colonnes notées V’, V" et I'on forme les matrices carrées d’ordre 7 :

U o
v,

u" o
Ve,

|

MM — u'u O
V'u'+v" 1,
b) Exp telles que
uUu o
M =
v o1,
c) Etablir enfi ence sur n>1 |'égalité suivante :
u" 0

M" =

V+VU+...+VU? 1|

3) Diagonalisation de la matrice U

a) Déterminer les valeurs propres \;, \,, X\, de U avec X\,
associés V,,V,,V; tels que :

- la premiére composante de V, vaut 1
- la troisieme composante de V, vaut 1
- la deuxiéme composante de V, vaut 1.

b) On note P la matrice d'ordre 3 dont les vecteurs-colonnes son S dre V,,V,,V;.
Expliciter la matrice inverse P et préciser la matrice D =P ™

SonbReetien

4) Calcul de la limite des puissances de la matrice M

a) Expliciter les matrices D" et I, +D +D? +...+D"*.
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b) On dit qu'une suite de matrices (X,) a p lignes et g colonnes converge vers une matrice X
a p lignes et g colonnes si chaque coefficient de la matrice X, converge quand n tend vers
400 Vers le coefficient correspondant de la matrice X.

On admettra (sous réserve d'existence) que la limite d'un produit est le produit des limites.
ide des résultats précédents les limites des deux suites matricielles (D") et

c) En deux suites matricielles (M") et (E,).
d) Vé Q)(Bcn)) et (p(CA,)) convergent vers O et expliciter sous

SonbReetien
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Correction

uelle participent A, B et C et notons X, Y et Z les
ent par "A rate son tir", "B réussit son tir" et "C réussit

donc, d'aprés le résultat de la question
précédente, avec U= (XNY)etV=(XN2Z) :
=pXNY)+pXN2D-—p((XNY)NXN2Z)) i.e. :

La probabilité pour que, lors d'une épreuve a laq

(A rate son tir) et (B ou réussissent le

c) Ona:

(Y UZ) = p((XUX) N (Y UZ))
=p((XN(YUD)UXN Y UD)) donc, ces évé ts étant incompatibles

B (A ne peut a Iz
=pXNYU2Z)+pXnYyuz)) soit encore :
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i re pA

p(f NYU2ZD)=p(YUZ)—p(XN((YUZ)) d'ou, d'apres le résultat des questions I.1.a
etl.l.b:

=p(Y)+p@)—-p(YNZ)-— % dont, Y et Z étant indépendants :

§e]

(Y) + p2) — p(Y)p(2) — % d'ou, par hypothése :

X = — 5 soit finalement :

w
o
c
(@]
=
D
c
(%))
(28
(%))
w0
@
=)
-+
)
c
=
(=
=
4
D
(%]
~+
D
«Q
L
D
m;
(YN

> i et que I'événement AB, puisse étre réalisé, il faut que les trois

t a I'épreuve i. De plus, par hypothése, si les trois joueurs participent
est pas visé et ne peut donc étre éliminé (A visant B tandis que B et C
evénement AB, est impossible.

b) Soit ne N. Sachant que I'événement ABC, est réali est-a-dire que A, B et C n'ont
pas été éliminés a l'issue de la n®™ épreuve et particip Eme épreuve),
pour que I'événement ABC,,, soit réalisé, il faut et la (n+1)°™°
épreuve, aucun des participants ne soit élim ts ratent

p

ABCn+1 —
ABC, |~

3t

vne N,p(ABC,,,/ABC,) = %

SoNvREURtHEN
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c) =m Soit ne N . Sachant que I'événement ABC, est réalisé (c'est-a-dire que A, B et C
n‘ont pas été éliminés a l'issue de la n°™ épreuve et participent donc a la (n+1)*™®
épreuve ), pour que I'événement BC_ , soit réalisé, il faut et il suffit que, a I'issue de la
(n+1)°™® épreuve, seul A soit éliminé, donc que A (visant B) rate son tir et que I'un des

joueurs B ou C (visant tous deux A) réussisse son tir. D'aprés le résultat de la question
1.1.b, alors conclure :

vneN,p(BC,.,/ABC,) = %

ﬁr I'événement ABC, est réalisé (c'est-a-dire que A, B et C

e de la n®™ épreuve et participent donc a la (n+1)*™®

e I'évenement CA ,, soit réalisé, il faut et il suffit que, a l'issue de

1- 1] et donc :
3
2
vne N,p(CA,,,/ABC,) 5
d) N . éme qu'a la questlon 1.2.a, sachant que Ievenement ABC, est

et part|C|pent donc la (n+1)eme épreuve ), C
epreuve, donc les événements A, et B ,, ne pe

On peut donc conclure :

vneN,p(A,.,/ABC,)=p(B

épreuve ), pour que Ievenement C,.. soit reallse, il fa

la (n+1)°™® épreuve, seul C ne soit pas éliminé, donc ¢
tir et que l'un des joueurs B ou C (visant tous deux A
résultat de la question I.1.c, on peut alors conclure :

B) réussisse son
son tir. D'apreés le

=
2
B
o
=]
2
=
=
o
)

vneN,p(C,.,/ABC,) =

(NN
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e) m Soit ne N'. Sachant que I'événement CA, est réalisé (c'es-a-dire que seuls A et C
n‘ont pas été éliminés a l'issue de la n®™ épreuve et participent donc a la (n+1)*m®
épreuve ), pour que I'événement A ., soit réalisé, il faut et il suffit que, a I'issue de

la (n+1)*™ épreuve, seul C soit éliminé, donc que A (visant C) réussisse son tir et
que C (visant A) rate son tir. Les différents tirs étant indépendants, on a donc :

©olh

l@nement BC, est réalisé (c'est-a-dire que seuls B et C
I'issue de la n®™® épreuve et participent donc a la (n+1)*™®

et donc :

B Soit n € N". Sachant que I'événement CA, est réal
n‘ont pas été éliminés a I'issue de la n°™ épreuve ¢
épreuve ), pour que I'éevénement C_ , soit réalisé

donc & la (n+1)°™

'S ﬂ e, & I'issue de

la (n+1)°™ épreuve, seul A soit éliminé, donc g ate et que C
(visant A) réussisse son tir. Les différents tirs ét :

,9.1 p(C,,./CA,) = [1 - g]1 et donc :

=y 3)3

3

) vne N',p(C,.,/CA,

e

o)

% B Soit n € N". Sachant que I'événement BC, est réalisé (c que seuls B et C

77) n'ont pas été éliminés a I'issue de la n°™ épreuve et participent donc a la (n+1)°™®
epreuve ), pour que I'événement C_ , soit realisé, il faut et i fit que, a l'issue de
la (n+1)*™ épreuve, que seul B soit éliminé, donc que rate son tir et
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vneN',p(C,.,/BC,) = %

éme qu'a la question 1.2.a, sachant que I'événement ABC, est
ue A, B et C n'ont pas été éliminés a I'issue de la n®™ épreuve
(n+1)°™° épreuve ), C ne peut étre éliminé a l'issue de la
I'événement @,,, ne peut étre realisé. On peut donc

gue I'événement BC, est réalisé (c'est-a-dire que seuls B et C

inés a l'issue de la n®™ épreuve et participent donc a la (n+1)*™
que I'événement @ ., soit réalisé, il faut et il suffit que, a l'issue de

[N

B Soit n € N". Sachant que I'événement CA_ est rés t-a-dire que seuls A et C
n'ont pas été éliminés a I'issue de la n°™ épreuve i (n+1)°me
epreuve ), pour que l'événement @, , soit réalisé I'issue de
la (n+1)*™ épreuve, A et C soient éliminés, donc que A sal ' isse son tir
et que C (visant A) réussisse son tir. Les d : : on a
donc :

P (.1 /CA,) = %x% et donc :

vne N',p(@,,/CA,) =

SonbReetien

3) a) L'événement ABC, étant certain, on peut écrire :

p(T = 1) = p(T = 1/ABG,).
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)

Page 6

Or on a vu que, a l'issue de la premiére épreuve, C n'est pas éliminé. Sachant que
I'événement ABC, est réalisé, pour que I'événement [T = 1] soit réalisé, il faut et il suffit

donc que I'événement C, soit réalisé. On a donc :

p(MT=1)= p(Cl/ABCO) d'ou, d'apreés le résultat de la question 1.2.d (pour n=0) :

BC,)] [p|ABC,
i=2

hABCj].

=1

nement ABC; est inclus dans I'événement ABC,; , (si aucun joueur

n'est élin A I'issue de la j*™ épreuve, aucun ne I'était a I'issue de la (j-1)°™) donc la
; S €st décroissante au sens de l'inclusion, et I'on a donc :

n

P., = P(ABC))[ [P (ABC,/ABC,, )

i=2

=11

n
i=1

|
wn
o
~+
=
S
D
D)
3
D)
>
g
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hABCj N

-1

probabilités composées (si n > 3) :

O De plus, comme p =, on peut écrire, d'aprés la formule des

A CA,.]

j=k+1

[1.n=2],p(ABC, N...N ABC, NCA,,...NCA,) = p[ﬂ ABCJ]p[CAk+1 ﬂABC ]

CA/ [ﬁ ABC,

-1

A A CA,.]

j=k+1

[1p

i=k+2

soit encore, par définition de p,, (valable aussi si k=1) :

K
071,kp [CAk+1/ﬂ ABC; | x
i1

[Tp

i=k+2

K
CA/ [ﬂ ABC; N
j=1

Or, pour tout i€ N*, le nom des joueurs (A, B ou C) n'étant pas éliminés a l'issue de la
epend que du nom des joueurs n'ayant pas été éliminés a l'issue de la

=p(CA/CA_ ;) et:

A CA,.]

j=k+1

\BC, ) donc :

vk € [1,n-2],p(ABC, N...Nn ABC, NCA, ,...NCA,) = AB ] p CA./CAi_l) et

donc, d'aprées sult ons 1.3b et
1.2c :

O Soit alors i un entier naturel supérieur ou éga

est réalisé (c'est-a-dire que seuls A et C n'ont pas été
épreuve, donc participent a la i*™ épreuve), pour que I'é A, soit réalisé, il

faut et il suffit que, a I'issue de la i*™ épreuve, A et C ne pas éliminés, donc
que A (visant C) rate son tir et que C (visant A) rate so différents tirs étant
indépendants, on a donc :

1-2]
3

2n.
9

ssue de la (i-1)*™

1- 1] d'ou :

p (CAi/CAH) = 3
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On a donc :
1 2 &2
vk € [L,n-2],p(ABC, N...NABC, NCA,,...NCA ) ="x=[[ =
9 9 i=k+2 9
comportant n-k-1 termes égaux :
n—-k
1 (2
_X J—
9« |9
joignant le cas général (apreés vérification), on a donc :
n—k
1 (2

N ABC, NCA;..NCA) = o x| o

d'ou, le produit

n i-1
= p(CAl)Hp[CAi ﬂCAj] donc, de méme que
i—2 =1

précédemment et comme :
P(CA,) =p(CA, /ABC,) :
=p(CA,/ABC,)[[p(CA,/CA,,) d'ou, dapres O le résultat de

i=2

la question 1.2c ;

n
—] soit encore :

soit finaleme

La réunion pour k € [0,n —1] des événements ABC, N...N

a une probabilité égale a 2

-l
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SonbReetien

Psn =

d) Les evenements ABC, N...NABC, NBC ,..NnBC,1<k<n—-1) et BC,NBC,N...NnBC,

étant incompatibles deux a deux (A ne pouvant étre éliminé a l'issue des deux épreuves
distinctes), on peut écrire, en notant p,, la probabilité recherchée :

n

—1
p(ABC, N...NnABC, NBC,,...NBC,)+p(BC, NBC, N...NBC).

1.0

k

Nec,

=0, on peut écrire, d'aprés la formule des

i‘.; k k
Q NBC,,,...NBC,) = p[ﬂ ABCj]p[BCk+1 () ABC,

=1 j=1
f[ p BC/ [rk] ABC;
i=k+2 j=1

K
= PkP [BCk+1 m ABC;

=1

k
BC, [ﬂ ABC;
j=1
Or, pour tout i€ N*,

jeme épreuve ne dépend que du nom des joueurs n'a té éliminés a l'issue de la
(i-1)°™€ épreuve, ce qui nous permet d’écrire :

Kk
BC/ [ﬂ ABC,
j=1

K
p[ch / N ABCJ.] =p(BC,,,/ABC,) donc :

=1

X

N

e
j=k+1

soit encore :

X

N

[Tr

i=k+2

A Bc,.]

j=k+1

vk €[1,n—2],vie[k+2,n],p
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O Soit alors i un entier naturel supérieur ou égal & 3. Sachant que I’événement BC, , est
réalisé (c’est a dire que seuls B et C n'ont pas été éliminés a I'issue de la (i-1)°™®
épreuve, donc participent a la i épreuve), pour que I’événement BC; soit réalisé, il faut
et il suffit que, & I'issue de la i*™ épreuve, B et C ne soient pas éliminés, donc que B

(visant C) rate son tir et que C (visant B) rate son tir. Les différents tirs étant

indépendants, on a donc :

1. 21

C, N...NABC, NnBC,_,...NBC,) = —X —
1 k k+1 n) 9k 9i=k+23

d’ou le produit

comportant n-k-1 termes égaux et comme % = %xl :

3
2 1 n—k+1
= —X|= .
)

t le cas général, on a donc :

vk [1,n—1],p(ABC, N...N ABC, NBC,,,...NBC,) = 9%

i—1
0 Enfin, comme p[ﬂBCj =0, on peut écrire,

j=1

composeées :

P(BC, NBC, N...NBC,) = pBC[ [ [Bc/ N8B,

i=2 =1

=p(BC,/ABC,) } p(BC/BC.,)

1D

SonbReetien

2 1 n—-1
= —X|—
9 (3
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