Le probléeme a pour but I'étude d'un jeu, dont la description et I'analyse font I'objet de la
partie Il. Dans la partie | sont établis quelques résultats préliminaires utilisés ensuite.

PARTIE 1

st une fonction croissante sur [0,1].
admet une limite & droite en tout point de [0,1], et une limite &

- En déduire pour tout nombre entier naturel n

+0oo
0 < limF(®) —F(t,) < >op;

t>ty j=n+1
- En déduire enfin la continuité a droite de

d) Soit t, un nombre réel appartenant a ]0, 1].
En admettant que I'on établit de facon analog
en conclure que F est continue sur [0,1].

2) Etude locale de la fonction F en O

SonbReetien

a) Pour tout nombre entier naturel n, établir que, pour tou éel t de [0,1] :

+00

0< TPt p,.

j=n+1 j=n+1
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b) On considére la fonction ¢, définie sur ]0, 1] par I'égalité suivante :

F() =po + Pt +... +pt" + 1t (D).

Déduire de I'inégalité précédente que ¢, est de limite nulle en 0.

’

@: fpj(l‘f't—i—____f_tifl).
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4) Produit de deux fonctions génératrices

Soient deux suites (p,), (q,) de nombres réels positifs telles que les séries » p,,> q,
convergent. On pose r, =pyq, +..-+pPd.; +--- +P,d, Pour tout nombre entier naturel n.

a pour tout nombre réel t de [0,1] et tout nombre entier naturel n :
n ) n ) n ) 2n )

Yot < Yopthy gt < Yot

j=0 j=0 j=0 j=0

F(t).G(t) = H(t) pour 0 <t<1.

PARTIE 11

Dans toute cette partie, on considére une piéce dont la [
a p (ou p désigne un nombre réel tel que 0 <p <1).

un nombre entier naturel non nul) :

- il lance la piece :
¢ si celle-ci donne Face, il gagne 1 franc et s
¢ si celle-ci donne Pile, il perd 1 franc et son cap

SoNvREURtHEN

des jets de la piece".
- p,(K) la probabilité pour que le joueur, muni d'un capi

ieme -

I'issue du n*"F jet de la piéce. Par convention, on pose p,(K) =0.
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-t — FR(t) la fonction génératrice de cette suite (p,(K)), définie donc pour 0 <t <1 par :

R = 3P, (T

Oon veérifi e la probabilité P(R,) de I'événement R¢ est égale & la somme de la série
: $ onvergente), et que PR,) =F. @) .

a) Calculer

b) Montrer,
(n+1)iéme
tel que :

Exprimer en fonction de p et des éléments de la su ( . obabilités des trois
événements précédents, puis établir la formule suivant ;@1 =0):

=

= <

=

g\ c) En multipliant par t"* I'égalité précédente, puig SO . 0 1 > 0, établir a

) I'aide des résultats de 1.4 la relation pt[F, ()T =F,(t) - (1 —p)t

e

‘8 d) Etudier les variations de la fonction t — 1 —4p(1—p)t*> su

3 que 1—-4p@A—-p)t* > (@A —-2p)° pour 0<t<1.
En déduire que, pour O0<t<1, I'équation du second deg Z-x+@-pt=0
posseéde deux racines réelles distinctes x'(t) et x"(t) (on suppose <x"(t)).

Pour tout nombre réel t appartenant a ]O, 1[, montrer que ) , en remarquant
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e) En faisant tendre t vers 1, déterminer alors F (1) et en déduire la probabilité P(R,) de la
ruine du joueur en distinguant les deux cas p<1/2 etp>1/2.

2) Espérance du temps d'attente de la ruine du joueur p <1/2

Pour p<1/2, déterminer a l'aide de la fonction génératrice F, et des résultats de 1.3

mité de la fonction x — (1 + x)'’? en 0, puis en déduire le
m+1 de la fonction F, en O.

(2n)!

n!(n + 1)!p(1— P

A l'aide du systeme complet d'événements {Fl,Pl} relation suivante pour
n>2.

P = PP @)
En multipliant par t" I'égalité précédente, p .‘ [ n> établir la
relation F (t) = ptF, () + A —p)t pour 0 <t <1, pui [ @

b) On suppose ici K > 2. En raisonnant de méme, établir la fa

Pa(K) =P -P 1K+ 1)+ A -pPha(K-1)

SoNvREURtHEN

c) Déterminer Fx(1) et en déduire la probabilité P(Rx) de la rui j en distinguant
lesdeux cas p<1/2 et p>1/2.
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2) Espérance du temps d'attente de la ruine du joueur pour p <1/2
Pour p<1/2, déterminer a I'aide de la fonction génératrice Fx et des résultats de 1.3

I'espérance de la variable aléatoire Xy indiquant le numéro du jet de la piece a l'issue
duquel le joueur est ruiné. Que se passe-t-il lorsque p=1/2 ?

=
a
=)
D)
3
=
e
=
@
t
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SolbeEdiote N

Correction

Partie I.

1) a) La suite . étant a termes positifs, on peut écrire :

Page 1

donc, en multipliant par p; >0 :

Vi€ N, p;x \ d’ol, par sommation finie :

n
> opx étant convergentes

Les suites [
j=0

et [E Py’
n =0

par prolongement des inégalités (on fait tendre n vers

n

F(x) < F(y) d’ou

F est croissante sur [0,1] ]
~ o
e F étant monotone sur [0,1], on peut alors conQ S soréme de la limite

monotone :

e F étant croissante sur [0,1], on a, comme 0 <t, <t<1:

F(t) —F(t,) > 0.
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SolbeEdiote N

De plus, on a :

F(t) — F(t,) = 3 p,(t' — t}) d'ot :
j=0

n . X +0o0 . X
=2 Pt —t)+ > py(t — ).

j=n+1

d’ou
| g— n ] ] +00
N € N,0 <F(t)—F(t,) <> py (' —t) + > pyl.
| j=0 j=n+1
e Comme lim - tg)] =0 (par continuité des fonctions polyndémes en t, ), la somme
étant finie | peut alors conclure, d’apres le théoréme de prolongement des inégalités
(on fait te V » ), F admettant une limite finie en t, a droite :

+00
<li - < j
vneN,0 < imF(R) —F(t)) < 3 py

j=n+1

eOna:

+00 +00 n
VnEN, > py=) P~ ;.
=0 =0

j=n+1
Or, comme la série ) "p; converge, on a :

n

lim > p; = ipj dol :
=0

N—+o00 =0

lim Z p; = et donc, par prolongement des inéga
0< 1|r:1 F(t) - F(t,) <0 donc:

limF(t) = F(t,) soit finalement :
t—td

F est continue a droite en
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d) F étant continue a droite en tout point de [0,1[ et a gauche en tout point de ]0,1], on
peut conclure :

F est continue sur [0,1])

0 <t} <t donc, comme vje N,p; >0 :

Les suites en prése V é
inégalités (on fait tendre

t convergentes, on peut finalement conclure, par prolongement des
vers +oo) :

+o0 +o0
vneN,vt€[0,1,0 < > pt! <t"" > py|.

j=n+1 j=n+1
b) Par définiti
tj
vne N, vt e€lo,1], &(t) = t—J:" i.e.:
1 +o00 X
== th .
t j=zn;1 !

D’apres le théoreme de I'encadrement, on peut finalement

YneN, Iting &E@®)=0

3) a) eOna:

SolbeEdiote N

vtelo,il, FO-FL)=3p(t ~1).
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Or, d'aprés les résultats sur la somme des termes d’une suite géométrique de raison t =1, on
a:

) j—1
vtel0,1,vie N, k!l —1=(t-1)% t*
k=0

Le terme de la somme égale a F(t) — F(1) en j=0 étant nul, on peut finalement conclure :

wzfpj(lﬁ-t—i—_“_i_tj—l)

O . +00 . .
v(x,y)e[0,1 29 X+... + X)) <> L4y YY) dou :

=1

F) _ F(y)—F()
-1 - y-1

v(x,y) €[0,1[, x

Ainsi,
w est croissante sur [0,1].
b) ¢ On:
Vije N, vte[0,1[, 1+t+...+t7" <j d’ou, la suite (p

vte[0,1[,Vje N, p;(L +t+...+ ") < jp;.

Par sommation finie et par prolongement des inégalités
+00 . +9

vte[0,1[,> p;A+t+...+t7) <> ip;.
j=1 j=1

D’aprés le résultat du 3a, on en conclut :

SolbeEdiote N

_ +00
ve o, =T oS,
T <2
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SolbeEdiote N

F(t) —FQ)

e La fonction t — étant croissante et majorée sur [0,1[, elle admet une limite finie a

gauche en 1, donc F est dérivable en 1 et, en prolongeant l'inégalité précédente (on fait tendre
tvers1l):

F est dérivable en 1 (a gauche), avec :
+00

F'(1) <> ipy.
=1

+00 . +o :
1) = ij(1+t+...+t1’1)— 'Z pl+t+...+t)

=1 j=n+1

+00 )
soit, finalement, comme vn € N7, Z P +t+...+ t)>0 :

j=n+1
n i —
0,1, ¥n € N, 35 py(1 + t 4.4ty < TOZFA)
=1 t-1
e La somme majorée étant finie, on peut donc écrire, par prolongement des inégalités (on fait

tendre t vers 1 et I e la continuité des fonctions polyndmes en 1 et la dérivabilité de F

en1l):

vne N, ip, <F'(1)

=1

e La suite ijj] étant croissante (car Vne N*,np, s ‘ ce ar F'(1)) elle
=1 neN*
converge et, par prolongement des inégalités, sa limite € 5 2 qui nous

permet de conclure :

+00
La somme ) jp; converge et > j
j=1

d) D’apres les résultats des questions 3b et 3c, on peut écrire
seulement si, la série Ejpj converge et, sous |I'une de ces

F(D <3 e, < F'O).

jue i derivable en 1, si et
potheses :

Ainsi,
La série " jp; converge si, et seulement si, F est dé
+o00
avec, dans ce cas : F'(1) =) jp;
j=1
Page 5 0 EDUKLUB S.A. 2001

Tous droits de l'auteur des ceuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des ceuvres autre
que la consultation individuelle et privée sont interdites.

Extrait gratuit de document, le document original comporte 29 pages.



