UN OPERATEUR DE DERIVATION PARTIELLE

Enoncé

Un opérateur de dérivation partielle

Notations

Q est le sous-ensemble de R? défini par : (z,y) €L &0 <y < z.

& est 'ensemble des applications de classe C* sur 2 et a valeurs réelles.

Pour tout f de &, on note T'(f) lapplication : (x,y) — a:g—:];(z, y) + y%(m,y)

Il est clair qu’on définit ainsi un endomorphisme 7" de &.
Pour tout k de N*, on note 7" =T oT o---o T (k fois).
Pour simplifier, on pourra noter 7% f plutot que T*(f).

Par convention, 70 est l'identité de &.

Permiere partie

1. Pour tout (p,q) de N?, soit f,, définie sur R? par f,,(z,y) = 2Py’
otkg
OxI Oyk’
(b) Montrer que la famille des f,,, quand (p,q) parcourt N2, est libre.

(a) Pour tout (j,k) de N?, calculer [S]

Dans toute la suite, on note P le sous-espace de £ engendré par cette famille. [S]

(c) Pour tout n de N, on note P, le sous-espace vectoriel de P engendré par les appli-
cations f,, telles que p 4+ ¢ < n.

Calculer la dimension de P, et en donner une base. [ S|

2. Soit f un élément non nul de &£, et soit A un réel, tels que T'f = Af.

(a) Ecrire la relation vérifiée par g définie sur Q par g(z,y) = (z +y) f(x,y). [S]
2,2

(b) Montrer que le changement de variable { réalise un C*°-difféomorphisme
v=y
de Q sur un ouvert U de R? & préciser. [S]

(c) Avec ce changement de variables, montrer qu'’il existe une application ¢ : R™* — R,
de classe C™, telle que f(z,y) = (z +y)* p(z? — y?) pour tout (z,y) de Q. [S]
3. (a) Pour tout n de N, montrer que P,, est stable par T
Montrer que P est stable par T'. A-t-on 1'égalité T(P) =P 7?7 [S]

(b) Pour tout (p,q) de N?, et tout (x,y) de R?, on pose hy (2, y) = fpq(z +y,2 — ).
Montrer que les h,, forment une base de P. [S]

(¢) Pour tout (p,q) de N*, montrer qu'’il existe un réel A, , tel que T'(hyq) = Apg Ppq- [S]

4. Résoudre 'équation 2T — T3f — 6 T?*f — Tf + 2f = 0 dans P.
Indication : factoriser A = 22* — 23 — 622 — x + 2, et écrire f sur la base des hy,. [S]
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UN OPERATEUR DE DERIVATION PARTIELLE

Enoncé

Deuxiéme partie

Pour toute fonction ¢ de classe C* de |1, +00[ dans R, on définit f dans & par f(z,y) = ¢ (%)
On considere 'équation (E) : T?f +2aTf +bf = 0, avec (a,b) dans R? et a? > b.

x
Il pourra étre commode de noter u = —.
)

Pour tout réel v, et tout v > 1, on note ¥, (u) = (

u-+1 > v/2

u—1

1. Calculer Tf et T?f en fonction des dérivées premicre et seconde de 9. [S]

2. (a) Ecrire I'équation différentielle vérifiée par ¢ pour que f vérifie (E). [S]
(b) Déterminer les fonctions v telles que Tf = A\f, avec A dans R.

A quelle condition sur A la fonction f est-elle alors solution de (E)?
Déterminer ) pour qu’il en soit ainsi. [S]

3. (a) On suppose a® > b. Soient «, 3 les solutions distinctes de * + 2at + b = 0.
Montrer que ’ensemble des solutions de (E) est le plan engendré par ¥, et Wg. [S]

(b) On suppose a? = b. Déterminer I'ensemble des solutions f de I'équation (E).
Indication : (E) < (T'+al)(Tf+af) =0 Tf+af =AV_,, A€R.[S]
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