
EXERCICES DE MATHEMATIQUESALGEBRE BILINEAIREENONCE DE L'EXERCICEENONCE :
Soit n ≥ 2. On considère E = Rn[X]

1) Montrer que, pour tout entier j tel que 0 ≤ j ≤ n, il existe un unique polynôme Lj ∈ Rn[X]

tel que : Lj(i) = 0 si i 6= j et Lj(j) = 1.

Montrer que l’on a Lj(X) =
(−1)n−j

n!

(

n
j

) n
∏

k=0,k 6=j

(X − k).

2) Montrer que B = (L0, L1, . . . , Ln) est une base de E.

3) Calculer : L0 + L1 + · · · + Ln et L1 + 2L2 + · · · + nLn.

4) On pose, pour tout (P,Q) ∈ E2, < P,Q >=
n

∑

k=0

P (k)Q(k).

a) Montrer que l’on définit sur E un produit scalaire. On notera ||.|| la norme associée.

b) Que peut-on dire de B pour ce produit scalaire ?

5) On considère H = Rn−1[X]. Soit k un entier tel que 0 ≤ k ≤ n. Déterminer un réel λk tel que
Xn + λkLk ∈ H.

6) Soit P ∈ H⊥. Montrer que les coordonnées de P dans la base B sont

αk =
(−1)n−k

k!(n − k)!

n
∑

j=0

P (j)jn , k ∈ [[0, n]].

7) Soit π la projection orthogonale de E sur H.

On pose d(Xn,H) = ||Xn − π(Xn)||.

a) Montrer que ||Xn − π(Xn)|| = n! × ||L0 − π(L0)||.

b) Soit Q =

n
∑

i=0

(−1)n−i

i!(n − i)!
Li. Montrer que Q ∈ H⊥.

c) En déduire que d(Xn,H) = n! ×
|< L0, Q > |

||Q||

d) Démontrer que d(Xn,H) = n!
√

(

2n
n

)
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