EXERCICES DE BON NIVEAU SUR LES NOMBRES REELS

Enoncés

Enoncés des exercices

| EXERCICE 1] [Corrigé]

Montrer que tout n de N, on a [v4n +2] = [VAn+ 1] et [/n+Vn+1] = [VAn +1].

| EXERCICE 2] [Corrigé]

1

Montrer que pour tous a,b de N* on a ‘ > 2

Sk

a
b

| EXERCICE 3| [ Corrigé ]

Soient a, b, ¢ des nombres réels. Pour tout x de R, on pose x — P(x) = az? + bz + c.
On suppose que |P(x)| < 1 pour tout z de [—1,1]. Montrer que : Vx € [—1,1], |P'(x)| < 4.

| EXERCICE 4| [Corrigé]

Pour tout n de N, calculer le minimum de = — S, (z) = > | — k|.
k=0
Préciser quel(s) = ce minimum est atteint.

| EXERCICE 5| [ Corrigé ]

Soit a, b, ¢ les trois cotés d'un triangle. Montrer que 2(a+b+-c)(a?+b*+c?) > 3(a+b*+c)+4abe.

| EXERCICE 6| [ Corrigé ]
Soit S une famille finie de segments de R telle que : V (I, J) € 8%, INJ # 0.

Montrer que l'intersection de tous les segments [ de S est non vide.

| EXERCICE 7| [ Corrigé ]

Déterminer les applications f : R +— R telle que : Vo € R, f(z)+zf(1 —2z) =1+ .

| EXERCICE 8] [ Corrigé]

1 1
Soient a et B deux nombres irrationnels strictement positifs tels que — + — = 1.
a

&
Montrer que A = {[na], n € N*} et B = {[nf], n € N*} forment une partition de N*.

| EXERCICE 9| [ Corrigé ]
Montrer que l'ensemble E = {2F3%, (p,q) € Z*} est dense dans R*.

Indication : prouver que F' = {pln2+ ¢In3, (p,q) € Z*} est dense dans R.
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EXERCICES DE BON NIVEAU SUR LES NOMBRES REELS

Enoncés

| EXERCICE 10| [ Corrigé]

On note f(n) le plus grand diviseur impair de n. Montrer que : ¥Vn > 1, | Y fT - 2—” < 1.

k=1

| EXERCICE 11| [Corrigé]

On suppose que |az? + bz + ¢| < 1 pour tout x de [—1, 1], avec (a, b, c) dans R* x R2.

Montrer que |b| < 8 et que cette inégalité ne peut pas étre améliorée.

|EXERCICE 12| [Corrigé]

Trouver les applications de £ = R\ {0,1} dans R telles que : Vz € E, f(z )—i—f( > =1+

|EXERCICE 13| [Corrigé]

1 1 . .
Montrer que x = — arccos 3 est un nombre irrationnel.

| EXERCICE 14| [Corrigé]

Soient a, b, ¢ dans Z (non tous nuls) avec |a|, [b], |c| < 10°. Prouver |a + bv/2 + C\/§| > 10720,
Montrer qu’il existe de tels entiers tels que |a + V2 + c\/§| < 10711,

EXERCICE 15| [ Corrigé]

Trouver le maximum de sin®z sin 2z sur [0, 7]. En déduire ’ H sin 2%z ‘ (%) .

EXERCICE 16| [ Corrigé]

n
Trouver le minimum de la somme ) x si on suppose [[ zr = o > 0 (les xy étant > 0.)
k=1 k=1

| EXERCICE 17 [Corrigé]

Soit f : z — x + [\/x]. On définit une suite (u,) par ug =m € Net Vn € N, u,1 = f(u,).

Montrer que I'un au moins des u,, est le carré d’un entier.
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EXERCICES DE BON NIVEAU SUR LES NOMBRES REELS

Corrigés

Corrigés des exercices

’CORRIGE DE L'EXERCICE 1\ [Retour a 1'énoncé |

— Posons ¢ = [\/471 + 1}, et par I’absurde supposons [\/471 + 2] >q+1.
Alors Vin+ 1 < g+ 1<+4dn+2donc4dn+1< >+ 29+ 1 < 4n+2.
Puisque tous sont ici des entiers la seule possibilité est 4n +2 = ¢*> + 2g + 1 = (¢ + 1)%

Or (q+1)2=114] siq est pair
(+1)2=01[4] siq est impair

Il en découle I’égalité des parties entieres : [\/ 4dn + 2} = [\/ 4dn + 1].
~Ona(yn+vn+1)?=2n+1+2vn?+n. Maisn < \/n2+n<n+%.

Ainsi VAn +1 < y/n++vn+1<V4n+2donc [Vian +1] < [\/n+vVn+1] < [Vin +2].
Avec le résultat de la premiere question, on obtient : [v/n +v/n+1] = [v4n + 1].

. On n’a donc jamais comme ici (g + 1)? = 2 [4].

’CORRIGE DE L'EXERCICE 2\ [Retour & 1'énoncé |

Par I'absurde, supposons qu’on ait % — 7‘ < ﬁ

Remarquons (cela sert a la hgne sulvante) qu’alors % + %‘ < ﬁ + % < i +v2 <2
.. 1

Ainsi |3 — < 52

Il en résulte \2@ — b2| <1 donc 2a? = b* car a et b sont entiers.

Mais cela implique v/2 = g € Q, ce qui n’est pas. Ainsi : Va,b € N*, on a

CORRIGE DE L'EXERCICE 3] [Retour & I'énoncé]

L’application x — P’(x) = 2ax + b est affine.
Pour prouver |P'(z)| < 4 sur [—1,1], il suffit donc de ’établir pour z = —1 et pour z = 1.

1NN =q— P(1)+P(—1
- 20-pj <4 [PED=azbre f, POEEED _ p)
Tout revient a prouver o0 1 b <4.Mals P0)=c = P(1)-P(_1)
o0+ b < AN Pt (1
On en déduit 2a + b = 2LUEPED o p(g) e 20 — p = PUBLEL _5p(g).

Ona |P(—1)] <1, |P(0)] <1et|P(1)] <1 par hypothese.

3|P(1)|+|P(—1
[ pavy < HROEPCU o po) <a
On en déduit 1)[+3|P(~1) , ce qu’il fallait démontrer.
5 +2|P(0)| <4
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EXERCICES DE BON NIVEAU SUR LES NOMBRES REELS

Corrigés

’CORRIGE DE L'EXERCICE 4\ [Retour & ’énoncé |

n 1
On note que pour tout z de R™, S, (z) = > (k—z) = @ —(n+1)z.
k=0
n 1
De méme : Vo >n, Sy(z) = > (r—k)=(n+1)x — %
k=0

L’application S, est donc strictement décroissante sur R~ et strictement croissante sur [n, +00[.

Ainsi le minimum de S,, est nécessairement atteint sur [0, n].
r—k sik<m
kE—x sik>m

—m(m+1)+(2m+1—n)z

Fixons x dans [0,n[ et soit m = [z]. Onam <z <m + 1 donc |z — k| = {
m n 1
Ainsi Su(@) = SS(@— k) + 3> (h—a) = MPFD
k=0 k=mo1 2
On en déduit que 'application S,, est :

— strictement décroissante sur [m, m + 1] si m < %(n —1).

— constante sur [m,m + 1[ si m = %(n — 1) (ce qui suppose que n soit impair.)

— strictement décroissante sur [m,m + 1[ si m > %(n —1).
On distingue deux cas selon la parité de n :
— Si n est pair (n = 2p), S,, décroit strictement sur [0, p| et croit strictement sur [p, n].
Le minimum de S, est atteint en I'unique point z = p et vaut Sa,(p) = p*+p = i(n2 +2n).
— Si n est impair (n = 2p+ 1), Papplication S,, est strictement décroissante sur [0, p|, constante
sur [p,p+ 1] et et elle est strictement croissante sur [p, n].
Sa valeur minimum est donc la valeur constante qu’elle prend sur Uintervalle [p, p + 1].
Cette valeur est Sa,i1(p) = (p+1)* = i(n +1)2.
Les résultats précédents sont assez clairs lorsqu’on visualise la courbe représentative de S,,.
Sy, est en effet affine par morceaux, convexe, et la droite v = % est axe de symétrie vertical.

Voici d’ailleurs les courbes représentatives de Sy et de S :

> S:=(n::nonnegint)->(x->sum(abs(x-k),k=0..n));

> plot(S(5),-1..6,scaling=constrained) ; > plot(S(6),-1..7,scaling=constrained) ;

>0
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