ALGEBRE LINEAIRE

ENONCE DE L’EXERCICE

ENONCE

ENONCE-12

Soit (ag, a1, -, an), n+ 1 réels distincts (n € N).
1) On considere I'application ¢ de R,[X] dans R™"*! définie par :

VP € R,[X], p(P) = (P(ag),P(ar), -, Play)).

Montrer que ¢ est un isomorphisme de R,[X] sur R"*! et donner sa matrice dans les bases
canoniques des deux espaces vectoriels.

2) Soit (Rg, Ry, -+ R,,) une famille de polynome de R,[X] tels que,
pour tout k € [0,n], on ait deg(Ry) = k.
Montrer par récurrence sur n que cette famille est une base de R,,[X], notée B.

3) Soit P un polynéme de degré n.

" n
On considere la famille (P, P’ P m)
2! n!

a) Montrer que cette famille est une base de R, [X], notée Bi.

b) Soit P un polynéme de degré n. Pour k € [0,n], Q est le polynéme défini par :

Ve € R, Qx(x) = P(x+ ag).

e Montrer que les coordonnées de @y, dans la base B; sont (1, ay,...,a}).
e Montrer que la famille (Qg, Q1,---,@,) est une base de R,[X] (on pourra utiliser : {(AB) =
tBtA).

4) Soit P un polynéme de degré n. On considére les familles de nombres distincts suivantes :
(2o, 1, zn) €t (Yo, Y1, Yn).
Montrer que la matrice A = (a; ;) € Mp4+1(R), ol a; ; = P(x; + y;) est inversible.
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