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b. Les fonctions ¢t +— t"e”

Probleme |

Préliminaires

1. a. On sait que pour tout o > 0 et tout 3 > 0, t* = . 3 (em), c’est ce qu’on appelle naivement
——+00

. , . . . n+2 .
les « croissances comparées » ; En particulier, pour tout entier n € N, T2 = o (&) ce qui
T—too

nt2

== tn+2 . )

= 0. En posant t = \FT, on obtient donc zliT = =0, cest & dire
—+o00 €

e = o l
t—+4oo \ t2

étant continues et positives sur [1,+oo[, 'intégrale de

s’éerit : lim
ToYo €

t2 ¢
et — t—z
) too . 2 1 .
Riemann ﬁdt étant convergente (coefficient > 1) et t"e™" = o \z (d’apres la
——400

1
question précédente), on peut donc déduire du critére de négligeabilité des intégrales impropres
o0

que / e dt est convergente. Le changement de variable u = —t appliqué a l'intégrale
1

+00
42 42 . s
convergente / t"e~" dt prouve que / t"e~" dt est convergente; enfin, par continuité de
1 —0

1
la fonction ¢ — t"e " sur [=1;41], on sait que / t"e~" dt existe. On déduit de tout cela que
-1

oo ;
/ t"e”" dt converge

—00

+oo
. On vient de montrer que, pour tout entier k € N, / the ™" dt converge. Soit alors n un entier

—0o0
+o00
, a,) une suite de réels, on déduit de ce qui précede que /

—00

naturel et (ao, ...

n
. 42
( E aktk> e dt
) ) o k=0
converge. Ceci prouve que si P est un polynome & coefficients réels, alors

oo R
/ P(t)e™ dt converge

o)

B

3. a. Soient A et B deux réels, on intégre par parties / #7727 4t en utilisant les deux fonctions

A
de classe C* sur R :

1 ‘ ‘
wit—t" et vt <7§> e dont les dérivées sont : o' : t — (n+ 1)t" et v/ : t — te ",

Extrait gratuit de document, le document original comporte 15 pages.

1L VEER, (t—a)(t —y)? =t* = 2(x + 9)t* + (2 + day + y*)t* — 2wy(x + y)t + 2%y?

7Bn+18—32 + An+le—A2 . n+1

B B
on obtient immédiatement : / 27 gt = e En

A Ja
utilisant le résultat du 1°a), et le résultat du 1°b) on voit que I'on peut faire tendre A vers —oo
et B vers 400 pour obtenir :

n+1

Lo = I, converge

b. Soit p un entier naturel et soit A un réel strictement positif, la fonction ¢ — 2=t ogt
A
continue et impaire sur [—A, +A] donc 2l dt = 0 et puisque cette intégrale a pour

-A
limite Iop41 lorsque A tend vers +o00, on en déduit que :

. Par récurrence bien str! La propriété est vrai pour p = 0 car c’est I’énoncé qui le dit... Supposons-

la vraie pour un entier p quelconque, fixé et positif, on a alors :
il G+ )Cp! o @2+l G o
2(p + 1)2%p!

Lopy1) = Iopio = 2 2p ) 22pp) 2
/7. La propriété est donc vraie

et 3 1 _ _ (2p+2) __Le+D]
Crest & dive Lapin) = lapsz = gm0, VT = a0y 4 1)1
au rang (p + 1).

Le théoreme de récurrence permet donc de conclure que, pour tout entier naturel p,

_ (QP)!ﬁ

= 22pp!

Partie |

—t2 —t?

done (t—2)2(t—y)%e™" = tre ™ —2(x+y)tPe " + (22 +4ay +yH) e — 2ay(x+y)te " + 2%y
et en intégrant les deux membres par rapport a la variable t, sachant que toutes les intégrales
convergent d’apres la question 2°) des préliminaires, on obtient :

+oo
/ (t—z)2(t—y)%e " dt = I = 2(z +y)Is + (2 + day + y*) I, — 2zy(x +y) I, + 2%y%1, On peut
—00

alors utiliser le résultat de la question 3°)c) des préliminaires, cela donne :

oo 3 1
/ (t—2)2(t —y)e " dt = {Z —2(x +y)0 + (2% + day + y2)§ —2zy(z +y)0 + xzyz} NZ3

N Bt .
c’est a dire :

+oo ] 3 R ’
/ (t—2)(t —y)%e " dt = {Z + (2 oy + )5+ x%f} v

=)

. D’apres ce qui précede, F est une fonction polynéme; elle est donc de classe C? sur R? et elle a

donc des fonctions dérivées partielles d’ordre 1 qui sont :

F 5 oF .
E:(xﬁy)r—»x+2y+2xyz eta—y:(x,y)HQererQaczy

. On sait que, F étant de classe C! sur Pouvert R?, tout extremum de F ne pourra étre obtenu

qu’en un point critique de F. On est donc amené a résoudre le systeme :
T+2+22y> = 0
2o +y+22% = 0

On constate que dans ce systeme, (z = 0) < (y = 0) et que (z,y) = (0,0) est une solution par-
ticuliere de ce systeme. On cherche les autres solutions de ce systeéme, c’est a dire qu’on suppose
maintenant que x # 0 et y # 0; En multipliant la premiere ligne par x et la seconde par y on
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1. Pour tout réel z, les fonctions ¢ — sin(zt)e™

obtient le systeme équivalent :
24 2wy + 2077 = 0 (Ly)
20y +y2 +22%7 = 0 (L»)
c’est a dire :

L])

2?4 22y + 207y = (
(L2 — L)

0
2 =

On note alors qu’on ne peut avoir © = y car sinon (L;) devient 2%(3 4+ 22%) = 0 qui n’est pas
possible pour x # 0 Un systéme équivalent est donc :

2242y + 2077 = 0 (L))
v = -y (La—Li)

c’est a dire :

et puisque z # 0 :

{x? -5 @
v = —y (Ly— L)

les points critiques de F' sont donc, en rajoutant la solution (0,0) :

RN
V2 VR VRV

F étant de classe C? sur Pouvert R?, on sait que 'on peut tester si ces points sont des abscisses
d’extrema en calculant le célebre « rt — s? »otl, en tout point (x,y) on a :

(0.0): (= )

0*F 0*F &’F
r= OQ(xy)fl-&-Zy 5= Dwy 2+4Tyt7ﬁ(acy) 1+ 222

On peut résumer les résultats ddns un tableau :

ris|t|rt—s
(0,0) 1121 -1
(— ——) 21012 4

ff
\ff

Compte tenu du signe de rt — s® et du signe de r, on déduit que (0,0) est un point selle de F et
que :

=~ yl2lol2] 1

. 1
F présente un minimum local en (—, —

! ) et en ( L1 ) dont la valeur commune est L
en (——=, — Vi mmune est —
V2 V2 2

V2

Partie Il

? et t — tcos(zt)e ™ sont continues sur [0, +00[ et

et [tcos(zt)e™| < te™". Mais d’aprés le 2°) des préliminaires, on
+

vt € RY, |sin(at)e™
“+oo ) +00 N 0 2 il

sait que / e dtet / te™" dt convergent, donc / e " dtet / te
—00 —00 0 0

critere de comparaison des intégrales de fonctions positives et continues permet alors de conclure

2 ‘ < €7t2

- dt convergent. Le

Extrait gratuit de document, le document original comporte 15 pages.

4. a. Intégrons par parties lintégrale C(z) & 'aide des fonctions de classe C* u

+o00

+oo )
que les intégrales sin(azt)e™" dt et / tcos(zt)e™" dt convergent absolument et sont donc
0

convergentes.

2. Soit a € R; Considérons la fonction définie sur R par h : ¢ + sin(a + t). Cette fonction est de

classe C? sur R et V¢ € R, |h”(t)| = | —sin(a+1)| < 1; on peut donc appliquer, pour tout réel A la
-0

A—=0
formule de Taylor-Lagrange a lordre 2 pour h entre 0 et A : |g(A) — g(0) — ¢’(0).\)] < I.T,

c’est a dire :

2
[sin(a + A) — sin(a) — cos(a).\)| < %

3. a. Vo € R et Vh € R, appliquons ce résultat en remplacant a par xt et A par xh; on obtient :
272

h
|'sin ((z + h)t) — sin(xt) — ht cos(zt)| < JET et puisque toutes les intégrales convergent :

+o0 - 2 N |
[S(z +h) = S(z) — hC(z)| = | / sin ((z + h)t) e dt — / sin(zt)e " dt — / it cos(at)e" di|
0 ; 0
+o0
=| / [sin ((z + h)t) — sin(at) — ht cos(at)] e~ dt|
o

+oo ‘
< / |sin ((x + h)t) — sin(zt) — ht cos(zt)|e " dt
0

.7?2}12 42 e .
< 5 € dt (cette intégrale converge bien! )
0
22h? /T
!
S(xz+h) — S(x)
h

Ainsi, pour h # 0 : , ce qui prouve, par le théoreme

-] < T

d’encadrement des limites, que :

lim
h—0

S(z+h) — S(x)
h

S(z+h) — S(x) .
— —C(z)=0

b. Bien str, il s’en suit que lim

h—0

= (C(z); la fonction S est donc dérivable en tout
réel = avec :
§'(z) = C(x)

1 _p
A —56 et
v 1t cos(xt), cela donne : VA € RY,

A

A 1 A
/ teos(xt)e  dt = / o' (t)v(t) dt = [—ie’t2 cos(xt)]it — g/ sin(zt)e ™" dt
0 0

0

. 2
La fonction t +— e~*

a pour limite 0 en +oo et la fonction ¢ — cos(at) est bornée sur R. Ainsi

lim e”
A—+oo

# cos(xt) = 0

Les intégrales dans les deux membres ont des limites lorsque A — oo d’apres I1.1.; on obtient
donc :

400 N 1 T +o00 N
/ tcos(zt)e™" dt = [=e” cos(0)] — 7/ sin(xt)e™" dt
0 2 2 Jo

c’est a dire :



22
b. La fonction & — 2e7S(x) est dérivable sur R en tant que produit de fonctions dérivables sur
R et sa dérivée est

oo 265 (%S(r) + S’(x))

Il
[\
3
NI
—~
W8

S () + C(z))

Il
N}
3
NiY
/N
o= N8

Il

N

i3]

~[fs
/N
~_

Il

le]

=5

Ce que 'on peut résumer sous la forme

(s 4

Les fonctions dans étant continues sur R, on peut les intégrer sur [0, z] pour z fixé dans RT.
Cela donne : ~
22 0% T2
2eTS(x)—2e7 S(0) = / er dt
0

~—~
=0

Soit enfin |27 S(x) :/ e dt
0

1
c. En multipliant les deux membres de I'égalité précédente par 5¢

22 1 22 T2
T, on obtient :|S(z) = 5677/ eTdt
0

18

1 2 (7 e
§ et en reportant dans 1’égalité du 4.a. : |C(z) = 5 e T / e dt
0
~

Partie Il

1 et -
1.Ve e RVt e R0 < ——— 1 donc 0 < < e, les fonctions ¢ ——— et
OS Tiee S o 1+12t2\ TR
t— ¢ sont continues sur R et I'intégrale 2 at converge d’apres le préliminaire ; ainsi, le

—00
critere de comparaison des intégrales de fonctions positives et continues permet de conclure que
2

2 900¢C 9140320 « T O49WINN [
AN,

oo -t
I"intégrale c dt converge.
o 1+ 1+ 222

. 1 u® 1
2. a.VuGR*,(lfquuz)fl_‘_u:1+u;or0<1+u<1d0nc:
0<(lutu?)— <
(I—u+u) o u

b. Vz € R, V¢ € R, 2°t> > 0; en en déduit immédiatement en posant u = x*t* et en multipliant

les 3 membres de l’inegahte par e e que :
1 ) +o0
0< (1—x2t2+z4t4)e’t2—me’t2 < 2818~ Mais les intégrales / (1—2*+a'th)e

+oo 12

2

dt

+o0
et / 258e dt convergent d’apres le préliminaire et I'intégrale / dt converge

1+ 222
J —0o0

d’aprés la question précédente. On peut donc intégrer I'encadrement sans changer le sens des
inégalités, ce qui donne :

Extrait gratuit de document, le document original comporte 15 pages.

oo 2,2 | 4y 2 e et 6 [TF,6
0< 1 — 22 + 2 e " dt — —dt <« t% =" dt c’est a dire, compte
< / ( + ') [ CTger®s [ ; P

—o0

oo 15
tenu du 3.c. du préliminaire : | 0 < / (1— 222 + 2" tNe P dt — g() < §\/7?gp‘3

oo

3. Et puisque toutes les intégrales en présence sont convergentes, on obtient en utilisant la linéarité
de l'intégration :

+00 ) +00 N +00 N 15 .
0< / et dt —a® / t2e” dt + 1’4/ tle ™ dt — g(x) < g\/%Ib, c’est a dire :
J— —oco

- 15 2 3t 15
g\/%zﬁ ou encore : 0 < /7 (1 Ty i) —g(z) < g\/?rxﬁ.

—00
0< Iy — 2L+ 2", — g(x) < 5 1
On divise alors, pour @ # 0 les trois membres de cet encadrement par |°| et on obtient

¢*1——+“)—¢> b

il

< Vel

Va(l-5+%) -9
il s’en suit que lim

- = 0 que l'on peut écrire :
z—0 x°

ou enfin

2 3 4 - _
g(x) = (1 - % + % + O.x‘)> + o(z”)

qui est, par définition, le développement limité a I'ordre 5 de g en 0.

Partie IV
1 1
2 . 2p .
1. Vte R, VpeN, (2p)! <t* + (2p)! done 0 < W < @ et puisque t* > 0 :
tzp

2 1 _ 2 2 .
RS —t“’e  Les fonctions ¢t — e et t — t*e" sont continues

(2p) (2p)! 2+ (2p)!

sur R et / et gt converge d’apres les préliminaires. Donc, d’apres le critere de comparaison
—00

r+00
des intégrales de fonctions positives et continues, |1” intégrale / et gt converge

—o0

2P 2P

1 2 2
2VHERVPEN, 0K~ < —— e Les fonctions ¢ — —————¢ " et t s t2e
Y4 < t2 + (2p)'P (2[))' € es 1ronctions t — t2 T (2p)'€ € g e

étant continues sur R et leurs intégrales sur R étant convergentes, on en déduit que :
0< /W P ege L /Wtz’? 2 4t d'ot enfin : |0 < u, < 2|, En utilisant 1
——¢ < — e~ dt d'on enfin : |0 < u, < ——| En utilisant le
e 2+ (2p)! @' " (2p)!
(1)
4

p!

VT

1
%ﬁ que 'on écrit : 0 < up <

1\p
4

résultat des préliminaires, on en déduit que 0 < u, <

On utilise alors le fait que la série de terme général est convergente (de somme e%) et le

critere de comparaison des séries a termes positifs pour conclure que g u, est convergente
p>0




