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ALGEBRE

BILINEAIRE

L’ESPACE VECTORIEL
NORME IR"

NORMES SUR IR"

NORMES ET DISTANCES ASSOCIEES
DEFINITION : On appelle norme sur R™ toute application N : R™ — R vérifiant

i)Ve eR™ N(z)>0et N(z)=0<=2=0
i) Vz € R", VA € R, N(\z) = |A|N ()
iii) Y(z,y) € (R™)?2, N(z+y) < N(x)+ N(y).

DEFINITION : On appelle distance associée a la norme N sur R™ application
définie sur (R™)? par : d(x,y) = N(x —y) = N(y — z).

Notation : Une norme N sur R" est souvent notée ||.||, c’est-a-dire
N(z) = [[x]].

Exemples : Etant donné une base B de E,
a) Une norme euclidienne associée a B = (ey,ea,...,e,) sera définie par

n n
Vx:Zxkek, [|lz]|2 = in ;
k=1 k=1

7 2

b) Une norme ” infinie 7 associée a B = (e, eq,...,e,) sera définie par

n
o =3 e, llello =gl

PROPOSITION : Soit ||.|| une norme sur R" et d la distance associée.
1) V(z,y) € (R")?, d(z,y) = d(y,z) et d(z,y) =0 =z =y

i) V(z,y) € (R")?,

2]l = 11l < lle =yl
iii) V(2,9,2) € (R")?, d(w,2) < d(w,y) +d(y, )
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2 Espaces vectoriels normés

NORMES EQUIVALENTES

DEFINITION : Deux normes N1 et No sont équivalentes si et seulement s’il existe
(k, k') € (R%)? tel que :

Va € Rn, kNl(l‘) S Ng(l‘) S k,Nl(l‘)

PROPOSITION : Les normes ||.||2 et ||.]|« associées a une base B de R"
sont équivalentes et plus précisément :

Vz €R", 2]l < [l2]l2 < Vnll2lloo

PARTIES REMARQUABLES DE R"
On considere une norme [|.|| sur R" et la distance d associée.

Boules ouvertes et fermées
DEFINITION : Soita € R™ et r € Ry :

* On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r 'ensemble, noté B(a,r), défini
par :

B(a,r) ={z e R" ,d(a,x) <7}
x On appelle boule fermée de centre a et de rayon r l'ensemble, noté By(a,r) (ou
B'(a,r)), défini par :
Bf(a,r) ={z € R" ,d(a,z) <1}
* On appelle sphére de centre a et de rayon r U'ensemble, noté S(a,r) défini par :
S(a,r) ={z e R" ,d(a,z) =r}
Exemple : Si ||.|2 est la norme euclidienne canonique sur R?, c’est-a-dire

Vo = ($17x2)7 ||5EH2 = \/:L‘%—‘rl'% ;

B(a,r) est I'intérieur du disque de centre a et de rayon r, Bf(a,r) est le
disque entier (cercle compris) et S(a,r) est le cercle de centre a et de rayon
T.

Parties ouvertes, parties fermées, parties bornées
DEFINITION : Soit A une partie de R™

* A est une partie ouverte si et seulement si
(A=0) ou (Va€ A, 3r >0, B(a,r) CA)

x A est une partie fermée si et seulement si A =R™ — A est ouvert

x A est une partie bornée si et seulement st IM € Ry, Vo € A, ||z|]| < M (ce qui
revient & dire que A C By(0,M))

Exemple R” et () sont des parties a la fois ouvertes et fermées.
PROPOSITION : Soit deux normes N; et N, sur R, équivalentes.

e Toute boule ouverte pour N; est contenue dans une boule ouverte
pour N, et contient une boule ouverte pour Ns.

e Toute partie ouverte (resp. fermée, bornée) pour N; est ouverte (resp.

fermée, bornée) pour N,
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ALGEBRE BILINEAIRE 3

Remarque : c’est le cas lorsque les normes N; et N, sont les normes ||.||
et ||.|lo associées a une base de R"

Dorénavant, nous désignerons par ||.|| 'une des deux normes ||.||z ou ||.||s
canoniques

PROPOSITION :
Toute réunion d’ouverts de R™ est un ouvert de R”.

Toute intersection finie d’ouverts de R™ est un ouvert de R™.

Toute intersection de fermés de R” est un fermé de R™.
Toute réunion finie de fermés de R™ est un fermé de R™.

e Toute boule ouverte de R™ est une partie ouverte de R™ et toute boule
fermée de R™ est une partie fermée de R™.

Remarque : soit a et b deux réels tels que a <b.

la,b], ] — o0, al, Ja,+oc[ sont des ouverts de R

[a,b], | — o0, a], [a,~+oo] sont des fermés de R

PROPOSITION : Une partie A de R™ est bornée si et seulement s’il existe
(My,...,M,) € (Ry)" tel que : Vo = (21,...,2,) € A et Vi € [1,n], |x;| < M;
Adhérence et intérieur

DEFINITION : Soit A € R™ , on appelle adhérence de A la partie de R™, notée
ad(A) et définie par :

z €ad(4) <= Vr >0, Blxz,r1)NA#D

DEFINITION : Soit A C R™, on appelle intérieur de A la partie de R™ notée A et
définie par :
xr€A<=3Ir>0, Blx,r)C A

Remarque : AcCAc ad(A)

Les définitions de ad(A4) et A sont indépendantes de la norme ||.|| choisie
(|.]2 ou ||.||c canoniques).

PRODUIT SCALAIRE
PRODUIT SCALAIRE ET NORME EUCLIDIENNE

PRODUIT SCALAIRE
DEFINITION : Soit E un espace vectoriel réel. Une application ¢ : Ex E — R
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4 Espaces vectoriels normés

i) bilinéaire si
V(z,y,2) € B3, V(a,b) € R%, p(azx + by, 2) = ap(z, z) + bp(y, 2)
et si
V(z,y,2) € B3, VY(a,b) € R?, ¢(z,ay + bz) = ap(z,y) + bo(z, 2),
it) symétrique si
V(z,y) € B2, o(z,y) = o(y, )

iii) définie positive si

Ve e E, o(xz,z) >0 et p(x,x2) =0 <z =0g
DEFINITION : Un produit scalaire sur E est une application ¢ : Ex E — R
qui est bilinéaire, symétrique, définie positive.
o(z,y) sera souvent noté < z,y > ou (zly)

PROPOSITION-1 : Une application ¢ : E x E — R est un produit
scalaire si et seulement si elle est symétrique, linéaire d’'un coté et définie
positive.

Exemples classiques de produit scalaires canoniques :

Sur R”, muni de sa base canonique :

n
z=(x1,...,zn) €0 y=(Y1,-.-,Yn), <,y >:Zxkyk.

k=1
Sur M, 1(R) muni de sa base canonique :
T Y1 n
X=|:|ety=|: [, <XV>=) my="XY ="YX,
Tn Yn k=1

b
Sur €. %) ¢ < fig>= [ fO(0)it
PROPOSITION-2 : Soit £ un R—espace vectoriel muni d’un produit
scalaire <,>, (21,...,2,) € E", (y1,---,yn) € E,
(A1,..s ) ER™ et (By,...,3,) € R™, alors
< ZAixzﬁZﬁjyj >= Z AiBj < xi, Y5 >
i=1 j=1

1<i<n
1<j<n

NORME EUCLIDIENNE

DEFINITION : Soit < . > un produit scalaire sur un espace vectoriel réel E, on
associe sa norme euclidienne :

Ve e B, |lz|| = <zx>
un vecteur z est dit normé ou unitaire si ||z|| = 1.
PROPOSITION-3 : V(a,y) € E2, ¥\ € R,
i) |lzl| > 0 et ||z]| = 0 <= 2 = 0p
i) [IAz]| = [Alll«]l.
iii) ||z +yl? = [le|* +[ly||* +2 < 2,y >
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