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PROBABILITES

CLASSIQUES

PROBABILITES DES
EVENEMENTS

NOTIONS D’PEVENEMENTS

DEFINITIONS : Une expérience aléatoire est une expérience dont le résultat ne
dépend que du hasard.

On appelle univers associé a une expérience aléatoire ’ensemble, noté 2, de tous les
résultats possibles.

Quelques exemples classiques d’univers

Lorsque I’'on jette une piece de monnaie on pourra prendre pour univers :
Q={P F).

Lorsque l'on jette un dé a 6 faces, on pourra prendre pour univers :
Q={1,2,...,6} = [1,6].

Terminologie : Les éléments e, de Q s’appellent les éventualités.
Lorsqu’on lance 3 dés normaux identiques. On a deux possibilités :

e On les lance 'un apres 'autre, et on peut prendre Q = [1,6]3.

e On les lance en méme temps. On peut considérer, sans changer

I'expérience que les dés sont différentiables (couleurs différentes ou qu’on

les lance en fait successivement) : on pourra prendre encore Q = [1, 6]

DEFINITION : Un événement est une partie de l’'univers.

Il est constitué d'un certain nombre (peut-étre infini) d’éventualités. Soit

A un événement ; A est inclus dans Q, et si A = {e;,...,ex...}, on peut

dire que A est la réunion des singletons {e;}. A = U {e;}. Des qu'une
e, €EA

éventualité qui compose A est réalisée, A est lui-méme réalisé.

Evénements particuliers

¢ ne comporte aucune éventualité, il ne peut pas se réaliser, c’est
I’événement impossible.

Q est I’événement certain, car, quand on effectue l'expérience, une
éventualité apparait, donc Q est réalisé.
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2 Probabilités des événements

Le singleton {e;} est un évenement réduit a une éventualité ; c’est un
événement élémentaire.

ALGEBRE (OU TRIBU) DES EVENEMENTS

DEFINITION : Soit Q un univers associé a une expérience aléatoire. On appelle
ensemble des événements associés a cette expérience, toute partie T de P(Q2) vérifiant
les propriétés suivantes :

(1) Q€T (Q est un événement)

(2) VA € T, A € T (A est I’événement contraire de A, constitué de toutes les
éventualités de Q) qui ne sont pas dans A, noté aussi '\ A)

(8) Pout toute suite (A,), N d’éléments de T, U A, eT

n=0
Terminologie : une telle partie de P(Q) s’appelle une tribu ou une o-
algebre.

On a les propriétés suivantes :
(a)DeT

(b) Pour toute suite (B,) d’éléments de T, ﬂ B,eT

n=0
(c) V(A,B) € T>,A\B=ANBecT

THEOREME : Si les singletons sont des événements et si 2 est fini ou
dénombrable, la tribu des événements est P(Q).

DEFINITION : On appelle espace probabilisable associé a une expérience aléatoire
la donnée de l'univers Q et d’une tribu T des événements.

Nous 'écrirons (2, 7).
OPERATIONS SUR LES EVENEMENTS
Soit A et B deux événements.
e L’événement AN B représente la réalisation simultanée de A et de B.
Quand AN B = (, on dit que A et B sont incompatibles.
Les événements élémentaires correspondant a 2 éventualités différen-

tes sont incompatibles.

e L’événement A, constitué des éventualités de Q qui ne sont pas dans
A, s’appelle ’événement contraire de A. Du point de vue ensembliste,
c’est le complémentaire de A dans Q.

A et A sont incompatibles.

e L’événement AU B représente la réalisation d’au moins un de ces 2
événements. Il n’est pas exclu qu’il y ait des éventualités communes a A
et B.

o L’événement A\ B (noté aussi A — B) représente la réalisation de 4,
mais pas celle de B ; on peut donc écrire A\ B=ANB.
Reégles opératoires :

Pour tous événements A, B, C, on a les régles suivantes (qui sont les

regles de calcul sur les sous-ensembles)
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PROBABILITES CLASSIQUES 3

ANA=AUA=A

AUB=BUA ; AnNB=BnNA cesontles commutativités
ANnd=10 ;. ANQ=A
AUD=A ; AUQ=Q

AU(BUC)=(AUB)UC =AUBUC :
AN(BNC)=(ANnB)NC=AnBNC Ce sont les associativités.
AN(BUC) = (ANB)U(ANC).

AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

Ce sont les distributivités d’une opération sur I'autre.

AU(ANB)=A ; AN(AUB)=A; lois de Morgan.

ANB=AUB ; AUB=ANB (tres utiles). Ces formules se généralisent
a une famille quelconque (finie ou infinie ) d’événements.

Soit ((A;),i € J) une famille d’événements (J est 1’ensemble des indices ;
J pourra étre N,N*, ou une partie non vide de N).

UAkzmx‘Tk ; ﬂAkZUx‘Tk-
keJ keJ keJ keJ
Soit (©2,7) un espace probabilisable. J a la signification précédente.

DEFINITION : On appelle systeme complet d’événements, toute famille (A;),i € J
finie ou dénombrable d’événements, formant une partition de Q, c’est-a-dire vérifiant

(2) Vi € J, A; #0.
3 Ja=0
ieJ
Remarque : si T = P(Q), La famille constituée par tous les événements
élémentaires de  forme un systeme complet d’événements.

Application : Soit B un événement et (4;),i € J un systeme complet
d’événements : B=BNQ=BnN ( U Ai) = U(Ai N B).

ieJ e
Remarque : En général J sera inclus dans N mais il n’est pas interdit que
ce soit une partie de Z.

PROBABILITES DES EVENEMENTS

DEFINITION : FEtant donné un espace probabilisable (0, T), on appelle probabilité
sur (Q,7T) toute application, notée P, de T dans R, satisfaisant auz conditions
sutvantes

1)VAeT, P(A)>0

2) P() =1

3) Soit (A),crenrinfini 0 2 @ 2 incompatibles, alors
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