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CONCOURS D'ADMISSION DE 1999

Option économique

Mathématiques II

Mardi 18 Mai 1999 de 8h & 12h

La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une pari importante dans l'appréciation des copies.

Les candidats sont invités @ encadrer dans la mesure du possible les résuliats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d'aucun document; U'utilisation de toute calculatrice et de tour matériel
électronique est interdite. Senle l'utilisation d'une régle graduée est autorisée.

L'objectif de ce probléme est I'étude de la modélisation de I'accroissement d'une population,
tant par les naissances que par l'immigration.

Cette étude est effectuée dans la partie 11, tandis que, dans la partie I, on établit des résultats
préliminaires relatifs a la série géométrique et a ses applications en probabilités.

Partie 1

1°) Etude des séries dérivées de la série géoméitrique.

Dans toute cette question, on désigne par x un nombre réel x tel que 0 <x < 1.
a) Calculer pour tout nombre entier naturel » les deux sommes suivantes:

ixk el i o
k=0 k=1

b) Déterminer la limite de x”, de #x”, et des deux sommes précédentes quand 7 tend vers +ee,

On admettra alors qu'il est licite, pour 0 <x < 1, de dériver terme & terme ['égalité classique:
oo
1
S
m=0

autrement dit que {'on a pour tout nombre entier naturel non nul k la relation suivante (R):

N dk 1
mim—1) ... (m—k+Dx"F = ——(—2).
Z W(m—1)...(m ) dxk(l—x))

:1—x

m=k

¢) Exprimer ainsi 1!(1—3:)_‘3 sous la forme de la somme d’une série.
d) Expliciter la dérivée ¥ de la fonction x — 1/(1-x).
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Effectuer dans la relation (R) le changement d'indice n = m — & et déduire de ces résultats

l'expression de 2 C:,.x" en fonction de ket x.

n=0}

2°) Application & I'étude de la loi binomiale négative.

On considére dans cette question une suite d'épreuves de Bernoulli identiques, indépendantes

et menant au succés avec la probabilité p (0 <p <1).

Pour tout nombre entier & 2 1, on désigne par X la variable aléatoire indiquant le numéroe de

I'épreuve ol intervient le &' succes (et X prend donc des valeurs supérieures ou égales a k).

a) On suppose k = 1. Préciser la loi de X1, la probabilit€¢ P(X; = #+1} pour tout nombre entier
naturel 7 et I'espérance E(X7) de la variable aléatoire X;.

b) On suppose k > 1. Déterminer la probabilité d'obtenir -1 succes en n+k-1 épreuves, puis
en déduire la probabilité P(X; = n+k) pour tout nombre entier naturel 7.

¢) A l'aide des résultats précédents, vérifier que la série ZP(X; = ntk) a pour somme 1, puis
calculer I'espérance E(X;) de la variable aléatoire X, en fonctionde p et &.
Comment peut-on interpréter ce dernier résultat?

On dit alors que la variable aléatoive Xy suit la loi binomiale négative de paraméires p el k.

Partie I1

On étudie dans cette partie la croissance d'une population au cours du temps. A cet effet,
on introduit pour tout nombre réel positif ¢ la variable aléatoire X{#) indiquant le nombre
des individus de la population a l'instant ¢, et l'on suppose que l'on a X(0) = &, autrement dit
que la population compte k individus (k= 0) 4 I'instant initial £ = 0.

1°) Croissance de la population par les naissances (& > 0).
On suppose dans cette question qu'il existe un nombre réel strictement positit' 4 tel que l'on ait
pour tout couple {#, /1) de nombres positifs avec 7 > 0 et pour tout nombre entier naturel n:
PX(++h) < ntk / X(£) = ntk) = 0 (ou la notation P(X(¢+h) < n+k / X(¥) = ntk) désigne
la probabilité conditionnelle de l'événement "X{(#+h) < nt+k" sachant "X(¢) = n+k").
P(X(t+h) = ntictl | X(1) = ntk) = Alntka + he'lh)
P(X(tth) > ntk+l | X(1) = ntk) = he",(h)
ot h — (k) et h — &",(h) désignent deux fonctions de la variable # (indépendantes de 7)
tendant vers O lorsque % tend vers 0.
Ces hypothéses signifient que la population ne peut pas diminuer, que la probabilité pour
qu'une naissance se produise pendant une courte durée % est proportionnelle a cette durée 4 et
au nombre n+k des individus présents a l'instant 1, et qu'enfin la probabilité pour que plusteurs
naissances se produisent pendant une courte durée h est négligeable devant la probabilité
d'une seule naissance.
On précisera dans ce contexte la probabilité P(X(r+h) = ntk / X() = ntk).

a) Etablir 4 l'aide de la formule des probabilités totales le résultat suivant:
P{X(t+R) = E) = (1-ARR)P(X() = k) + heg(h)
ol h — &(k) désigne une fonction tendant vers 0 lorsque /1 tend vers 0.
En déduire que la fonction définie par pi(f) = P(X(¥) = k) est dérivable a droite sur R+ et
que l'expression de sa dérivée a droite en £ est:
Pty = -Akpy().
On admetira que cette formule est en fait valable pour la dérivée de la fonction py.
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b) Dériver la fonction définie sur R+ par / — exp{Akn)pi(f) puis, en tenant compte de la valeur
de pi(0) = P(X(0) = k), en déduire I'expression de p(7) en fonction de k, et £,
¢) Etablir le résultat suivant pour » = 1:
PX(HR) = k) = (1-An—KRP(X() = ntk) + Antk-DAPX(0) = mtk-1) + hedh)
ol i — &,(h) désigne une fonetion tendant vers 0 lorsque A tend vers 0.
En déduire que la fonction définie par p..«(£) = P(X(r} = n+k) est dérivable a droite sur R+
pour kK 2 1 et que l'expression de sa dérivée a droite en / est:
Pl = - Ak l8) + Math-1)pne (1)
On admetira que cetie formule est en faif valable pour la dérivée de la fonction pu-;.
d) Dériver la fonction définie sur R+ par t — exp(A{nt&k))p,—«(t) et en déduire par récurrence
sur # le résultat suivant:
P =P{X (D =n+k)=C e (1-e Y.
¢) Reconnaitre & l'aide des résultats de la partie | la loi de la variable aléatoire X{¢} et
déterminer son espérance E(X(9) en fonction de 4, ket 1.

2°) Croissance de la population par l'immigration.
On suppose dans cette question qu'il existe un nombre réel strictement positif i tel que 'on ait
pour tout couple (¢, #) de nombres positifs avec 4 > 0 et pour tout nombre eniier naturel z:
P(X(++h) < ntk | X(t)=ntk) =0
P(X(t+h) = ntktl [ X(£y = ntk) = ph + he's(h)
PX(++7) > ntktl / X(£) = n+k) = he'(h)
ou ki —» (k) et h — &",(h) désignent deux fonctions de la variable /2 (indépendantes de r)
tendant vers 0 lorsque & tend vers 0.
Ces hypothéses signifient que la population ne peut pas diminuer, que la probabilité d'arrivée
d'un immigré pendant une courte durée % est proportionnelle a cette durée A~ (mais indépen-
dante du nombre n+k des individus déja présents a l'instant 1), et qu'enfin la probabilité
d'arrivée de plusieurs immigrés pendant une courte durée h est négligeable devant la proba-
bilité d'arrivée dun seul immugre.
On précisera dans ce contexte la probabilité P(X{t+h) = ntk / X(f) = ntk).

a) Etablir 4 'aide de la formule des probabilités totales le résultat sutvant:
P(X(s+h) = k) = (1-uh)PX(E) = k) + heo(h)
ol A — gy(h) désigne une fonction tendant vers 0 lorsque 4 tend vers 0.
En déduire que la fonction définie par gu(f) = P(X{f) = k) est dérivable a droite sur R+ et
que l'expression de sa dérivée a droite en f est:
g'd£) = -Hgi1).
On admetira que cette formule est en fait valable pour la dérivée de la fonction qr.
b) Dériver la fonction définie sur R+ par £ — exp(uf)q(f) puis, en tenant compte de la valeur
de g(0) = P(X(0) = k), en déduire 'expression de gi(f) en fonction de [ et ¢.
¢) Etablir le résultat suivant pour » 2 1:
P(X{t+h) = ntk) = (1-uh)PX(t) = ntk) + uhP(X(7) = ntk-1) + hea(h)
ol i — &:(h) désigne une fonction tendant vers 0 lorsque / tend vers 0.
En déduire que la fonction définie par ¢.+4(f) = P(X(¢) = nt+k) est dérivable a droite sur R+
pour £ > 1 et que l'expression de sa dérivée A droite en f est:
Qo i8) = -G (O + Hneie 1(F)-
On admettra que cette formule est en fait valable pour la dérivée de la fonction gy
d) Dériver la fonction définie sur R+ par § — exp{(fif)g.+«f) et en déduire g, {f) pour =1, 2,
et 3, puis dans le cas général.

e) Reconnaitre la loi de la variabie aléatoire X(¢)-k et donner l'espérance E(X{f)) en fonction
de i, ketr.
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ESSEC : MATH II

CORRIGE

PARTIE-I

1-a)

n

Zx’“ est la somme des n + 1 premiers termes d'une suite géométrique de premier
k=0 .

terme 1, de raison x # 1

ixk 1755

k=0

n+1

=—* _, formule valable pour z =0 en posant 0° = 1.

Etudions F(x Z kak—1,

Remarque : L’énoncé nous demande de nous restreindre a x € [0;1[. Il est clair
cependant que les résultats seront valables pour = € R — {1}.

Cette somme n’a pas de sens si n =0 ; nous supposerons n > 1.

Posons Vz € [0;1], Z T

Q est dérivable sur [0;1[ et Vo € [0;1], Q'(z) =) ka*~' = F(x).
k=1
Or pour = € [0;1], Q(z) = 11%17;“, donc

AL Q) = S

_na™ - (42" +1
- (1-=)?

n

n+1 _ n
vz € [0;1], kak—l _nx (n+1)a"+1

— 2
Pt (1—-=)

b)
On sait que z € [0;1[, donc

lim z" =0.

n—-+o0o
Siz=0, hm nz™ =0, car nz" =0 des que n > 1.
77/—’ o0
Siz >0, ng” =ne”"® = L(nlnxe’””).
Inz
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Or lim nlnz = —oco, car Inz < 0. Par croissance comparée, en posant éventuellement

n—-+o0o

X =nlhz, ona lim (nlnme”1“m> =0, donc lim L(7111133@”1’“:’3) = 0.
n—+oo n—-+o00 Inx
Dans tous les cas, Vz € [0;1], lirf nz" = 0.
lim nz"™ = lim na"2z =0
n—-4o0o n—-4o0o
lim (n+1)2” = lm (nz”+2z")=0.
n—-+4oo n—-+oo
Il s’ensuit qu’en utilisant les résultats du 1-a),
lim oF =1 et lim kahtl= L .
n—-4oo 1-— n—-4oo — 2
oo £ x oo £ (1-1x)
c)
d* f(z) dk . PP I .
Rappelons que Tk = ok f(z) veut dire dérivée k ¢ de f au point z. Dans ces
X X

conditions,

1 1 d? ( 1 ) d? ( 1 ) 2
— =54 (=), car L5 = donc
(1—-2) 2d2®>\1—2)’ de? \1—x (1—2)3

“+oo
—1 ___1 Z n(n —1)z" 2.
n=2

(1—-z)> 2
d)
D’aprés 17égahté (R) de l,éTlOIICé,
k 400
%<1Ex> = Zm(m—l)...(m_k_‘_l)xmfk.
m=k

Montrons par récurrence que

d* 1 k!
Yk >1 =
- dzk<1—$> (1—x)

k+1-

Initialisation : Le résultat est vrai pour k = 1, puisque

T S S [
de\T—2) = (1—2)?  (1—a)!
Hérédité : Supposons qu’il existe un entier k¥ > 1 tel que

%(1 ix) = (1 _kx!)kJrl.
k!
T\ (1 — g)ktt

QL
8 %
T+
+| L
AR
VS
-
| |
8
N—

|
~ &=
VN

) (par hypothese de récurrence)

“dx
= kl(—k = 1)(=1)(1 —a)~ k=11
= (k+1)I(1 — x)~*2
~ (k+1)
(1 — )2

En conclusion, par principe du raisonnement par récurrence,
Vk € N*, Vo € [0;1],

d* 1 k! -~ m—k

i (125) = e = 1)k
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En posant n =m + k, on obtient,
+o0 too
Z m(m—1)...(m—k+1)zm* Z(n—i—k)(n—l—k— 1)...(n+1)a"
m=k n=0
on multiplie et on divise par n!
+

k)! k)!
:Z(n+ Zk'nTkl "

n=0
,fk[ n+k "
= . ! n .

—+oo
) N ‘ ;o n+k\ , k!
D’apres le résultat encadré ci-dessus, E k! < ) " = e

n
n=0

En simplifiant par k! #0, on a :

= n+k 1
n=0 ( —.’E)

QUESTION-2

a)
X, est la variable aléatoire correspondant au temps d’attente du premier succes. X;
suit donc la loi géométrique sur N* de parametre p.

VneN, p(X1=n+1)=p(l-p"; E(Xl):]l).

b)
On effectue n + k — 1 épreuves de Bernoulli identiques, indépendantes et menant au

succes avec la probabilité p. Notons X, , la variable aléatoire indiquant le nombre
de succes obtenus au cours de ces n+k — 1 épreuves : X, , — B(n+k — 1,p).

FE—1\ . B
p(Xn,kk1)<nk_1 >pk 1(1729)'

L’événement (X, = n+ k) signifie que 'on a obtenu k — 1 succes au cours des n+k —1
épreuves et un succes a la (n + k) ¢ épreuve. D’une maniere générale notons S;
I’événement 7 obtenir un succes a la j ™€ épreuve ” ; alors

(Xk =n-+ k) = (Xn,k =k— 1) NStk
Les deux événements (X, . = k—1) et S, sont indépendants car les épreuves le sont,
donc

p( Xk =n+k)= (nzkIl>pk(1—p)”.

c)
e Sik>2 alorsk—1>1.
00 00
thk-1 B
Zp(Xk:n—f—k Z(n )pk(l—p) .
n=0 =

Utilisons les résultats du 1-d) avec k£ —1 a la place de k et 1 —p a la place de z (ce
qui est légitime car 0 <1-p < 1). On trouve

“+o0
Z( E—1 )(1p)"p =p T
n=0 (1 -(1- p))
k
_r_
Po=1
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e Sik =1, X; suit alors la loi géométrique sur N* de parametre p et 'on a bien

+oo
(c'est du cours) > p(X; =n+k)=1.

n=0

+oo
Conclusion : Vk € N*, Y p(Xp =n+k) = 1.

n=0

L’espérance E(X}) existe si et seulement si la série de terme général (n+k)p(Xy = n+k)
est absolument convergente ; ici, tous les termes sont positifs ou nuls, la convergence

suffit.
k> 1, ¥n >0, (n+k)(”j€‘f;1> :k(n—]:k>

Se rappeler que YN € N* Vk € N*| k(iyj) —N<];§_11)'

On est donc ramené a étudier la convergence de la série de terme général

k (n —kF k) (1—p)"p*, ce qui se réduit a I’étude de la série de terme général (” "]L_ k) (-

p)" car kp* sont des constantes (la variable est n).
D’apres 1-d) cette série converge (il suffit de remplacer = par 1—p) ; sa somme vaut

(1 - p))k+1 - pk+1’

: kp* _ k
E(Xy) existe et vaut —— = = kE(Xq).
p

I1 faut, en moyenne, k fois plus de temps pour obtenir le k ¢ succes que pour obtenir
le premier.

PARTIE-II

QUESTION-1

a)

Calculons d’abord p(X(t+ h) =n + k/X(t) k) c’est-a-dire aussi

La famille d’événements {(X(t+h) <n+k), (X(t+h) =n+k),
X(t+h)=n+k+1), X(t+h)>n+k+1)} est un systeme complet d’événements.
Donc pX(t):n+k(X(t + h) <n-+ k) + pX(t):n+;€(X(t + h) =n++ k)+

Px(t)=ntk(X(E+h)=n+k+1)+px@)y=nir(X(E+h) >n+k+1) =1, car px)—n+r est une
application probabilité.

Or px(y=nsk(X(t +h) < n+ k) = 0, car d’apres I'’énoncé on ne peut pas avoir
X(t+h)<n+ksilona X(t) =n+k Ce qui donne toujours d’apres 1’énoncé :
Px(t)=ntk(X(t+h) =n+k)+ Xn+k)h+ hel,(h) + hel)(h) = 1.

PX(E+h) =n+k/x() =y k) = 1= A +Rh+h(R), (1)

0¢el=—¢ —¢ lim ¢/ (h) = 0.
h—0

Rappelons que k est le nombre d’individus au temps ¢ = 0. Donc
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