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ESSEC MATH III 1999 1

ANNALES DE MATHEMATIQUES 1999

ESSEC : MATH III

CORRIGE

EXERCICE−I

QUESTION−1

1−a)

Au plus, il faudra comparer la fiche du second tas aux p fiches du premier (c’est le
cas où la fiche du second tas contient un numéro strictement supérieur à tous ceux
du premier tas).

Le nombre maximal de comparaisons est p.

1−b)

Notons F [ i ] le nombre porté par la fiche numéro i du premier tas, G[ j ] le nombre
porté par la fiche numèro j du deuxième tas.

Si G[ 1 ] est placé en k ème position k ≤ p dans le premier tas, c’est qu’il a été comparé
à F [ 1 ], F [ 2 ], . . . , F [ k − 1 ], que l’on a constaté que G[ 1 ] > F [ k − 1 ] et G[ 1 ] < F [ k ].

Il y a donc eu k comparaisons.

On sait que ∀j > 1, G[ j ] > G[ 1 ] puisque le second tas est trié : les q fiches restant
dans le second tas ne seront comparées qu’aux p− (k − 1) dernières fiches du second
tas : on a en effet la situation suivante :

F [ 1 ] < . . . < F [ k − 1 ] < G[ 1 ] < F [ k ] < . . . < F [ p ].

Il s’agit bien de placer les q fiches du second tas par rapport aux fiches F [ k ], . . . , F [ p ]
qui sont au nombre de p− (k − 1) = p− k + 1.

Nous sommes donc ramenés à ranger p− k + 1 + q fiches.

D’après l’hypothèse de récurrence portant sur q, un majorant du nombre

de comparaisons est p− k + 1 + q − 1 = p + q − k.

Nous avons, pour en arriver là, effectué k comparaisons pour placer G[ 1 ] ; le nombre
maximum de comparaisons que l’on aura alors à faire, pour ranger toutes les fiches,

est p + q − k + k = p + q.

Conclusion : Deux tas triés contiennent respectivement p et q

fiches. Un majorant du nombre de comparaisons à effectuer pour
former un seul tas trié est p + q − 1.
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Ce résultat a été obtenu par récurrence sur q, l’initialisation a été faite au 1−a) et
l’hérédité vient d’être prouvée au 1−b).

1−c)

D’après le résultat précédent, un majorant du nombre de comparaisons à effectuer

pour ranger les 2N fiches est 2N − 1.

Reprenons les notations F [ i ] et G[ j ].

2N − 1 = N − 1 + N. Or N − 1 est le nombre d’intervalles entre les nombres
F [ 1 ], F [ 2 ], . . . , F [ N ].

Si G[ 1 ] se place entre F [ 1 ] et F [ 2 ], c’est qu’il a fallu 2 comparaisons : G[ 1 ] > F [ 1 ]
et G[ 1 ] < F [ 2 ] ;

Si G[ 2 ] se place entre F [ 2 ] et F [ 3 ], c’est qu’il a fallu 2 comparaisons : G[ 2 ] > F [ 2 ]
et G[ 2 ] < F [ 3 ].

D’une manière générale, si pour ∀j ∈ [[1, N − 1]], G[ j ] se place entre F [ j ] et F [ j + 1 ],
c’est qu’il a fallu 2 comparaisons : G[ j ] > F [ j ] et G[ j ] < F [ j + 1 ].

Cela fait déjà 2(N − 1) = 2N − 2 comparaisons pour intercaler les N − 1 premiers
termes G[ 1 ], . . . , G[ N − 1 ] dans les N − 1 intervalles qu’il y a entre les N termes du
tas F [ 1 ], . . . , F [ N − 1 ].

Reste à placer G[ N ] : Comme G[ N − 1 ] < F [ N ] et G[ N − 1 ] < G[ N ], il suffit de
comparer G[ N ] et F [ N ].

La situation est alors la suivante :
F [ 1 ] < G[ 1 ] < F [ 2 ] < G[ 2 ] < . . . < F [ N − 1 ] < G[ N ].

Si G[ N ] < F [ N ], alors G[ N ] s’intercalle entre G[ N − 1 ] et F [ N ],

Si G[ N ] > F [ N ], alors G[ N ] se place après F [ N ] ; une seule comparaison suffit alors.

Le nombre de comparaisons effectuées est 2N − 1.

2N − 1 est donc le maximum de comparaisons possibles.

QUESTION−2

2−a)

On effectue deux comparaisons pour trier chacun des tas. Puis pour reunir ces deux
tas triés en un seul trié par la méthode précédente, il faudra au plus 2 × 2 − 1 = 3
comparaisons.

Au total, il faut au plus 5 comparaisons.

2−b)

On forme deux tas de 4 fiches chacun. Par la méthode du a), il faut au plus 5
comparaisons pour trier chacun des deux tas, soit au plus 10 pour les deux tas.

Puis, pour réunir ces deux tas triés en un seul tas trié, il faudra au plus 2× 4− 1 = 7
comparaisons.

Au total, il faut au plus 10 + 7 = 17 comparaisons.

2−c)

Pour trier 16 fiches, on fait deux paquets de 8 fiches, ce qui donne au plus 17
comparaisons par paquet ; on réunit ces deux paquets triés en un seul, ce qui donne
au plus 2× 8− 1 = 15 comparaisons.
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