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R

EXERCICE 1

On note £L(R*) 'ensemble des endomorphismes de ’espace vectoriel R*, Id 'endomorphisme iden-
tité de R* et T la matrice identité de M4(IR). On considére les matrices :

010 0 00 1 0
{100 0 {0 o0 01
L=1lo 01" M=|1000

0010 01 0 0

On désigne respectivement par ¢ et ¥ les endomorphismes de R* représentés par L et M dans la
base canonique & = (e1,e2,e3,e4) de RY.

a) Montrer que ¢ et i sont des automorphismes de R* et en déterminer les automorphismes
réciproques.

b) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres associés de Pendomorphisme .
Déterminer de méme les valeurs propres et les sous-espaces propres associés de 1.

¢) Montrer qu'on peut trouver un vecteur f; non nul de R* vérifiant ©(f1) = f1 et ¥(f1) = fi-

d) Déterminer, plus généralement, une base™ F = {fi, fa, f3, f4) de R" dont chaque vecteur est &
la fois un vecteur propre de ¢ et un vecteur propre de . Donner la matrice I’ de ¢ et la matrice
M’ de ¢ dans cette base F.

On se propose d’étudier l'ensemble ¢’ des endomorphismes v de R? vérifiant Yo = @o v et
yov=goy.

a) Montrer que C est un sous-espace vectoriel de £(R*} qui contient et .

b) Montrer quesiy € C et ¥/ € C, alots 7o v € C.

¢) Soit v € £(K?) un endomorphisme de R* et soit G la matrice de v dans la base F, constituée
de vecteurs propres de i et ¢, déterminée & la question 1.d}. Montrer que ¥ € C si et seulement
si G est une matrice diagonale.

d) En déduire que C est un sous-espace vectoriel de dimension 4 de £(R*) et que les endomor-
phismes Id, ¢, ¥ et o forment une hase de C.
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EXERCICE II

On considére un entier naturel /N supérieur ou égal 2 3 et on note {1,2,..., N} l'ensemble des
entiers strictement positifs, inférieurs oun égaux a IV,

Une urne contient ¥ boules numérotées de 1 & V. On v effectue des tirages successifs d'une boule
avec remise de la boule tirée aprés chaque tirage, jusqu’a obtenir pour la premiére fois an numéro
déja tiré. On note alors Ty le rang aléatoire de ce dernier tirage.

(Pest ainsl, par exemple, que sl on 2 obtenu successivement les numéros -1-5-4-7-3-5-, la variable
T prend la valeur 6, alors que si on a obtenu -5-4-2-2- la variable Ty prend la valeur 4.

On admet qu’on définit ainsi une variable aléatoire sur un espace probabilisé domt la probabilité
est notée P. Toutes les variables aléatoires introduites dans le probléme seront supposées définies
sur cet espace. Si Z est une telle variable, son espérance sera notée E(Z) et sa variance V(7).

N.B. Les partie Il et IT] sont indépendantes.

1. Etude de la variable aléateire T

1. Dans cette question, on se place dans le cas particulier on entier N est égal 4 3.
Déterminer la loi de T3 et calculer son espérance et sa variance.
2. On revient désormais an cas général ou /¥ est supérienr ou égal 4 3.
a) Déterminer I'ensemble des valeurs que peut prendre .
b) Caleuler P(Tv = 2}, P(Tw = 3) et P(Ty = N + 1).
¢) Prouver, pour tout entier & de {1,2,..., N}, les égalités
k-1

N! :
P(Ty > k) = (N—:k—)m: H;(l“fv)-

En déduire la loi de la variable aléatoire Ty .
d) Déterminer, pour tout entier k fixé, Ia limite N]im P(Ty > k). Pouvait-on prévoir ce résultat ?
. oo

II. Etude d’un algorithme

Dans le programme Terbo-Pascal suivant, la forction RANDOM renvoie, pour un argument M de
type INTEGER, un nombre entier aléatoire de I’intervalle [0, M — 1].

TP ZZ>

PROGRAM simulation;

VAR
T : ARRAY[1..20001] OF INTEGER:
U, 8, i, n : INTEGER;
coincide : BOOLEAN;

PROCEDURE X;
BEGIN

RANDOMIZE; { initialisation de la fonction RANDOM }
FOR i:=1 TO 20001 DO T[i}:=1+RANDOM(20000);
END; :
BEGI%
i'=1: coincide:=FALSE;
REPEAT
i:=3+1;
S5:=0;
WHILE {8 < i-1) AND NOT coincide DO
BEGIN
S:=S+1;

IF T[S] = T[i] THEN coincide:=TRUE;

END;
UNTIL coincide=TRUE;
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TP ZZ)> i

I11.

1.

U:=i;
DO WRITE(T[nl,’, °);

FOR n:=1 TOD 1
WRITELN;

WRITELN (U = * ,U);
WRITELN (’3 = * ,8);
READLY;

ERD.
a) Que fait la procédure X 7
b) Que représentent les variables U et § 4 ia fin du programme ?

¢) Pourquoi est-il certain que le nombre de passages dans la boucle «REPEAT .. UNTIL» est
fini 7 B

Etude du comportement asymptotique de la suite (Tn),»3

Une formule pour ’espérance de Ty
N

a) Justifier Pégalité suivante : E(Tw) = »  P(Tn > k).
k=0

w1 N N.h'
b) En déduire Iégalité  B(Tw) = 55 > 7
h=0

Un résultat utile sur les lois de Poisson.
Soit (Xy)n>y une suite de variables aléatoires de Poisson indépendantes, de paramétre A = 1 et
soit, pour tout entier N > 1, Yy = X1 + X3+ --- Xy

a) Montirer, par récurrence sur &V, que la loi de ¥ est une loi de Paisson de paramétre N. Donner
Despérance et la variance de Yjy.

b) Justifier ’égalité
_ Yy — N 1 /0 2
lim P{l———<0) = —= e 2 df.
Moo ( VN ) V21 J e
. 1
c) En déduire ’égalité Nhr-E P(Yiy < N)= 5

| o1V

1N
. En appliquant ce résultat, montrer que E(Tw) est équivalent & 7?"\7;_ quand N tend vers }infini.

2

. Une expression de la variance de Ty.

J\_J’
a) Montrer Iégalité  B(T%) = Y (2k+ L)P(Tw > k).

k=0
, 3 N E NP
b) Etablir la relation STEP(Tyn > k) = oo SO - R
k=0 h=0
< Nt NN

c} Montrer I’égalité Z(N - h)ﬁ = 3T
A=0 ’ ’

d) En déduire que la variance V(Tw) de T et son espérance vérifient la relation

V(TN) =2N + E(Tx\.r) - (E(TN))Z.

. En admettant le résultat classigque : N! ~ NVe=N /27N quand N tend vers Uinfini, donner, en

conclusion, des égnivalents simples de E(Tn) et V(Tw).
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HEC : MATH III

CORRIGE

HEC MATH III

EXERCICE-I

QUESTION-1
1-a)
(p(e1), ples), p(es), p(eq)) = (e2, e1,e4,e3) qui constitue une base de R%.

De méme (v(e1), ¥ (ea), v (e3),%(es)) = (e3,e4,e1,e2) qui constitue une base de R*.

Les endomorphismes ¢ et ¢ transforment une base de R* en une
base de R* : ce sont donc des automorphismes de R%. On vérifie sans
peine que L? = M? = I, ce qui veut dire que L= =L et M~ =M :
donc o' =p et =t = 4.

1-b)
L et M sont symétriques réelles, donc diagonalisables.

o Valeurs propres et sous-espaces propres de .

A est valeur propre de ¢ si et seulement si la matrice L — A\I n’est pas inversible.
-2 1 0 0

1 —A 0 0 L2 — Ll

0 0 —A 1

0 0 1 -\ Ly——1L4

L—-X =

1 =X 0 0

A 1 0 0 L2 — L2 + )\Ll
0 0 1 =X

0 0 XA 1/ LyeTLi+)s

1 - 0 0

0 1-X2 0 0

0 0 1 -

0 0 0 1-)2

La matrice est triangulaire : elle n’est pas inversible si et seulement si
I’un de ses termes diagonaux est nul :

) est valeur propre de ¢ si et seulement si A =1 ou A= —1.

Notons E,(p) le sous-espace propre de ¢ associé a X et u = (z,y,2,t) € R*.

r—y =0
u€ Ei(p) (:>{z—t —0
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El(w) = VeCt((la 1,0, 0)7 (07 0,1, 1)) )

Les vecteurs (1,1,0,0),(0,0,1,1) forment une famille libre (ils ne sont
pas proportionnels), ils constituent une base de E;(p).

dim Ey () = 2.

z+y =0

(0 _ _ 2
Lt :O<:>U—(x, x,2,—2,) [ (x,2) € R=.

ue E_1(p) <= {

E,l(CP) = VeCt((lv _17070)7 (070, ]-7 _1)) ;

Les vecteurs (1,-1,0,0),(0,0,1,—1) forment une famille libre (ils ne
sont pas proportionnels), ils constituent une base de E_(¢).

dimE_i(p) = 2.

e Valeurs propres et sous-espaces propres de 1.

A est valeur propre de ¢ si et seulement si la matrice M — AI n’est pas inversible.

—A 0 1 0 L4 — L1
o 0 A 0 1 L3 — L2
M=A =11 o -\ o Ly« Ly
0 1 0 —A Ll — L3
1 0 —A 0
N 0 1 0 —-A
0 —-X 0 1 L3 «—— L3+ ALo
A0 1 0/ Ly+— Li+ ALy
1 0 —A 0
N 0 1 0 —A
0 O 0 1— X2
0 0 1—X\2 0 Ly +—— L3
1 0 —A 0
N 0 1 0 —A
0 0 1-—)2 0
0 O 0 1— )2

Remarque : On aurait pu gagner une étape en effectuant
L3 — Ll, L3 — Ll, puiS Ly«— Ly+ )\LQ, L3 — L3 + ALq.
On est dans la méme situation que pour .

X est valeur propre de v si et seulement si A =1 ou A = —1.

Notons E,(v) le sous-espace propre de ¢ associé a X\ et u = (x,y,2,t) € R%.

u€ Fi(y) <= {

x—z =0

— 2
y—t :0 <~ U—(l’,y,.’b,y,) /(x,y)GR .

Ey (1) = vect((1,0,1,0), (0,1,0,1)) ; dim E; (1) = 2.

r+z =0

— oy 2
y+t :0<:’> U—(l”vy’ z, ya) /(.’,E,y)E]R

ue FE_1(¢) — {

E_1(¢) = vect((1,0, —1,0), (0,1,0,—1)) ; dim E_1(¢)) = 2.
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