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HEC, ESCP-EAP, EM-LYON MATH II 1999 1

ANNALES DE MATHEMATIQUES 1999

HEC, ESCP-EAP, EM-LYON : MATH II

CORRIGE

PARTIE−I

A. Etude des variables Xi

QUESTION−1

On effectue n tirages indépendants, avec remise ; à chaque tirage il y a deux issues
possibles :

le succès, tirer une boule d’une couleur Ci avec la probabilité pi,

l’échec, tirer une boule d’une autre couleur avec la probabilité 1− pi = qi ;

Xi indique le nombre de succès, donc

Xi suit la loi binomiale B(n, pi)

∀k ∈ [[0;n]], p(Xi = k) =
(

n
k

)
pk

i qn−k
i . E(Xi) = npi et V (Xi) = npiqi.

QUESTION−2

Dans cette question, le schéma est le même que dans la question précédente ; le
succès consiste à tirer une boule de couleur Ci ou Cj : la probabilité de succès est
alors pi + pj

Xi + Xj suit la binomiale B(n, pi + pj) ;

V (Xi + Xj) = n(pi + pj)(1− pi − pj).

D’autre part, V (Xi + Xj) = V (Xi) + V (Xj) + 2 cov(Xi, Xj), donc

cov(Xi, Xj) = 1
2

(
V (Xi + Xj)− V (Xi)− V (Xj)

)

= 1
2

(
n(pi + pj)(1− pi − pj)− npi(1− pi)− npj(1− pj)

)

= n
2

(
pi + pj − p2

i − p2
j − 2pipj − pi + p2

i − pj + p2
j

)

cov(Xi, Xj) = −npipj .
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B. Dans cette partie, s = 2.

QUESTION−1

Un =
(X1 − np1)2

np1
+

(X2 − np2)2
np2

=
(X1 − np1)2p2 + (X2 − np2)2p1

np1p2

=
(X1 − np1)2p2 + (n−X1 − n(1− p1))2p1

np1p2

car X1 + X2 = n et p1 + p2 = 1

=
(X1 − np1)2p2 + (−X1 + np1)2p1

np1p2

=
(X1 − np1)2(p1 + p2)

np1p2
car (−X1 + np1)2 = (X1 − np1)2

=
(X1 − np1)2

np1p2
car p1 + p2 = 1.

Donc, Un = Z2
1 , avec Z1 = X1 − np1√

np1p2

.

QUESTION−2

La variable X1 suit la loi binomiale de paramètres n, p1 ; donc E(X1) = np1 et
V (X1) = np1(1 − p1) = np1p2. Il s’ensuit que Z1 est la variable centrée réduite
associée à X1.

D’après le théorème de la limite centrée, Z1 converge en loi vers une
variable qui suit la loi normale centrée réduite.

• Rappelons le théorème de la limite centrée, théorème qui n’est
pas fréquemment utilisé :

Soit (Yk) pour k ≥ 1, une suite de variables définies sur le
même espace probabilisé Ω, indépendantes, de même loi,
possédant une espérance et une variance non nulle. Alors

la variable centrée réduite associée à la somme Sn =
n∑

k=1

Yk

converge en loi vers une variable Y définie sur Ω qui suit la
loi normale centrée réduite.

Le théorème s’applique dans notre situation car X1 peut être considérée comme la
somme de n variables de Bernoulli, de paramètre p1, indépendantes, admettant une
espérance p1 et une variance non nulle p1q1.

C. On suppose ici que s = 3, p1 = p2 = 1
4 et p3 = 1

2
.

QUESTION−1

Un =
(X1 − np1)2

np1
+

(X2 − np2)2
np2

+
(X3 − np3)2

np3

=
4(X1 − n

4 )2
n +

4(X2 − n
4 )2

n +
2(X3 − n

2 )2
n

.
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Z2
1 + Z2

2 = 4
n

(
X3 − n

2

)2

+ 2
n

(
X1 −X2

)2

= 2
n

(
X1 −X2

)2

+ 2
n

(
X3 − n

2

)2

︸ ︷︷ ︸
S1

+ 2
n

(
X3 − n

2

)2

. (1)

La somme S1 des deux premiers termes vaut

S1 = 2
n

(
X1 −X2

)2

+ 2
n

(
n−X1 −X2 − n

2

)2

car X1 + X2 + X3 = n

= 2
n

(
X1 −X2

)2

+ 2
n

(
−X1 −X2 + n

2

)2

= 2
n

(
X2

1 + X2
2 − 2X1X2 + X2

1 + X2
2 + n2

4 − nX1 − nX2 + 2X1X2

)

= 2
n

(
2X2

1 + 2X2
2 + n2

4 − nX1 − nX2

)

= 4
n

(
X2

1 + X2
2 + n2

8 − n
2 X1 − n

2 X2

)

= 4
n

(
X2

1 − n
2 X1 + n2

16 + X2
2 + n2

16 −
n
2 X2

)

= 4
n

(
(X1 − n

4 )2 + (X2 − n
4 )2

)
.

Donc, en revenant à l’égalité (1)

Z2
1 + Z2

2 = 4
n

(
X1 − n

4

)2

+ 4
n

(
X2 − n

4

)2

+ 2
n

(
X3 − n

2

)2

.

On a bien : Un = Z2
1 + Z2

2 .

QUESTION−2

• Occupons-nous de Z1.

Par linéarité de l’espérance, on a :

E(Z1) = E
(

2√
n

(
X3 − n

2

))

= 2√
n

(
E(X3)− n

2

)

= 2√
n

(
n
2 −

n
2

)
car X3 suit la binomiale B(n, 1

2).

E(Z1) = 0.

V (Z1) = 4
nV (X3 − n

2 ) car V (λZ) = λ2V (Z)

= 4
nV (X3) car V (Z + a) = V (Z)

= 4
nn1

2
1
2
.

V (Z1) = 1. La variable Z1 est centrée, réduite.

• Occupons-nous de Z2.

V (Z2) =
√

2
n

(
E(X1)− E(X2)

)
par linéarité

=
√

2
n

(
n
4 −

n
4

)
puisque X1 et X2 suivent la binomiale B(n, 1

4).

E(Z2) = 0.
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