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HEC, ESCP-EAP, EM-LYON MATH II 2000 1

ANNALES DE MATHEMATIQUES 2000

HEC, ESCP-EAP, EM-LYON MATH II

CORRIGE

PARTIE−I

QUESTION−1

1−a)

C’est une inégalité classique : elle est due à la décroissance de la fonction t 7−→ 1
t

sur

l’intervalle [k, k + 1], pour k ≥ 1. En effet,

∀t ∈ [k, k + 1], 1
k + 1 ≤ 1

t
≤ 1

k
; on intègre ces inégalités (les bornes sont dans l’ordre

croissant) et l’on obtient :∫ k+1

k

dt
k + 1 ≤ ln(k + 1)− ln k ≤

∫ k+1

k

dt
k

.

∀k ∈ N∗, 1
k + 1 ≤ ln(k + 1)− ln k ≤ 1

k
. (1)

b)

• On somme ces inégalités pour k variant de 1 à n pour n ≥ 1 ; dans le terme du
milieu, il y a un télescopage ” additif ”. Cela donne

n∑

k=1

1
k + 1 ≤ ln(n + 1)− ln 1 ≤ hn puis

n+1∑

j=2

1
j
≤ ln(n + 1) ≤ hn

et hn+1 − 1 ≤ ln(n + 1) ≤ hn (2)

Dans la première somme, on a posé j = k + 1.

• Sommons les inégalités (1) pour n ≥ 2 et pour k variant de 1 à n−1. On obtiendra
de la même façon :
n−1∑

k=1

1
k + 1 ≤ ln n− ln 1 ≤ hn−1 ;

n∑

j=2

1
j
≤ ln(n) ≤ hn−1

puis hn − 1 ≤ ln n ≤ hn−1 (3)

En combinant les inégalités soulignées des encadrements (2) et (3), on obtient pour
n ≥ 2 :

ln(n + 1) ≤ hn ≤ 1 + ln n.

Or on constate que cet encadrement est valable pour n = 1 (il donne ln 2 ≤ 1 ≤ 1 + 0)

∀n ≥ 1, ln(n + 1) ≤ hn ≤ 1 + ln n. (4)
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c)

ln(n + 1)
ln n

=
ln n(1 + 1

n )
ln n

=
ln n + ln(1 + 1

n )
ln n

= 1 +
ln(1 + 1

n )
ln n

lim
n→+∞

ln(n + 1)
ln n

= 1 car lim
n→+∞

ln(1 + 1
n )

ln n
= 0.

Nous venons de montrer que ln(n + 1) ∼
+∞

ln n.

Partons de l’encadrement (4) et divisons les termes par ln n qui est strictement
positif dès que n ≥ 2. Il vient

ln(n + 1)
ln n︸ ︷︷ ︸
→1

≤ hn

ln n
≤ 1 + 1

ln n︸ ︷︷ ︸
→1

hn ∼
(+∞)

ln n.

QUESTION−2

2−a)
1

k − 1 −
1
k

= 1
k(k − 1)

≥ 1
k2 , car 0 < k(k − 1) ≤ k2.

∀k ≥ 2, 1
k2 ≤ 1

k − 1 −
1
k
.

b)

Sommons les inégalités précédentes pour k variant de 2 à n. On a
n∑

k=2

1
k2 ≤

n∑

k=2

(
1

k − 1 −
1
k

)
= 1− 1

n ≤ 1 (” télescopage additif ”).

Donc
n∑

k=1

1
k2 ≤ 1 + 1 = 2. ∀n ≥ 1, kn ≤ 2.

c)

hn − kn = hn

(
1− kn

hn

)
. La suite (kn) est bornée par 0 et 2, la suite

(
1
hn

)
a pour

limite 0 car 1
hn

∼
+∞

1
ln n

, donc lim
n→+∞

kn

hn
= 0.

Conséquence

lim
n→+∞

hn − kn

hn
= lim

n→+∞

(
1− kn

hn

)
= 1. hn − kn ∼

(+∞)
hn.
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Tous droits de l’auteur des oeuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des oeuvres
autre que la consultation individuelle et privée sont interdites.

Extrait gratuit de document, le document original comporte 17 pages.


