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ESCP-EAP MATH III 2000 1

ANNALES DE MATHEMATIQUES 2000

ESCP-EAP : MATH III

CORRIGE

EXERCICE−1

QUESTION−1

1−a)

1 est une valeur propre de Aα si et seulement si la matrice Aα−I3 n’est pas inversible.

Aα − I3 =



−2 2− α −α
−α 0 −α

2 α− 2 α


.

On effectue L3 ←− L3 + L1 ; on obtient la matrice



−2 2− α −α
−α 0 −α

0 0 0


 .

La dernière ligne est nulle ; la matrice Aα − I3 n’est pas inversible.

1 est valeur propre de Aα.

1−b)

Un vecteur (x, y, z) de R3 appartient au sous-espace propre associé à la valeur propre

1 si et seulement si Aα




x
y
z


 =




x
y
z


 .

Or

Aα




x
y
z


 =




x
y
z


 ⇐⇒

{−2x + (2− α)y − αz = 0
−αx − αz = 0

⇐⇒
{−2x + (2− α)y − αz = 0

−α(x + z) = 0.

1 er cas : α = 0.

Le système précédent équivaut à x− y = 0. Le sous-espace propre est alors :
E1(0) = {(x, y, z) ∈ R3 / x− y = 0}

= {(x, x, z) ∈ R3 / (x, z) ∈ R2}
= {x(1, 1, 0) + z(0, 0, 1) / (x, z) ∈ R2}.

E1(0) = vect
(
(1, 1, 0), (0, 0, 1)

)

Les deux vecteurs (1, 1, 0) et (0, 0, 1) forment une famille génératrice de E1(0). De plus,
ils ne sont pas colinéaires ; ils forment donc une famille libre, donc une base de E1(0).
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2 ème cas : α 6= 0.

Le système devient{
2x + (α− 2)y + αz = 0

x + z = 0 Système qui équivaut à
{

(2− α)(x− y) = 0
z = −x.

• Si α = 2.

Le système devient z = −x.
E1(2) = {(x, y,−x) ∈ R3 / (x, y) ∈ R2}

= {x(1, 0− 1) + y(0, 1, 0) / (x, y) ∈ R2}.

E1(2) = vect
(
(1, 0− 1), (0, 1, 0)

)

Les deux vecteurs (1, 0,−1) et (0, 1, 0) forment une famille génératrice de E1(2). De
plus, ils ne sont pas colinéaires ; ils forment donc une famille libre, donc une base
de E1(2).

• Si α 6= 2 (et α 6= 0)

Le système devient
{

z = −x
y = x.

E1(α) = vect
(
(1, 1,−1)

)
.

QUESTION−2

2−a)

f1 et f2 ne sont pas colinéaires ; ils forment une famille libre,

donc une base de F1.

2−b)

Il suffit de montrer que Φα(f1) ∈ F1 et Φα(f2) ∈ F1. En effet

∀f ∈ F1 = vect(f1, f2), ∃!(a, b) ∈ R2 / f = af1 + bf2.

Donc, par linéarité, Φα(f) = aΦα(f1) + bΦα(f2) ∈ F1, car, F1 étant un sous-espace
vectoriel, F1 est stable par combinaisons linéaires.

On a donc bien ∀f ∈ F1, Φα(f) ∈ F1.

Calculons Φα(f1).

Aα




1
1

−1


 =




1
1

−1


 .

Donc Φα(f1) = f1.

Remarque : on aurait pu éviter ce calcul, car f1 ∈ E1(1).

Calculons Φα(f2).

Aα




1
1

−2


 =




1 + α
1 + α
−2− α


 =




1
1

−2


 + α




1
1

−1


 ; Φα(f2) = f2 + αf1.
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Conclusion : Φα(f1) ∈ F1 et Φα(f2) ∈ F1.

F1 est stable par Φα.

2−c)

Φ̂α(f1) = Φα(f1) = f1

Φ̂α(f2) = Φα(f2) = αf1 + f2.

La matrice de Φ̂α dans la base f1, f2) est donc
(

1 α
0 1

)

QUESTION−3

α − 1 est valeur propre de Φα si et seulement si la matrice Aα − (α − 1)I3 n’est pas
inversible.

Aα − (α − 1)I3 =



−α 2− α −α
−α 2− α −α

2 α− 2 2


. On effectue L2 ←− L2 − L1 ; la matrice devient



−α 2− α −α

0 0 0
2 α− 2 2


 .

La deuxième ligne est nulle ; la matrice Aα − (α− 1)I3 n’est donc pas inversible.

α− 1 est valeur propre de Aα.

(x, y, z) appartient au sous-espace propre associé à la valeur propre α−1 si et seulement

si
(
Aα − (α− 1)I3

)



x
y
z


 =




0
0
0


 .

Cette égalité matricielle équivaut au système{−αx + (2− α)y − αz = 0
2x + (α− 2)y + 2z = 0 ⇐⇒

{−αx + (2− α)y − αz = 0
(2− α)(x + z) = 0

on a effectué L2 ←− L2 + L1

⇐⇒
{

(2− α)y − α(x + z) = 0
(2− α)(x + z) = 0.

Remarquons que (1, 0,−1) vérifie ce système pour tout α ∈ R. Nous prendrons donc

f3 = (1, 0,−1).

QUESTION−4

4−a)

Ecrivons la matrice M des coordonnées en colonne de (f1, f2, f3) dans la base
canonique de R3.

M =




1 1 1
1 1 0

−1 −2 −1


 On effectue L2 ←− L2 − L1 et L3 ←− L3 + L1. On obtient




1 1 1
0 0 −1
0 −1 0


 On effectue alors L3 ←→ L2 ; cela donne




1 1 1
0 −1 0
0 0 −1



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