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EXERCICE I

1.

o]
. On se propose d’étudier la fonction F' définie, pour z > 0, par F(z) = /
1

Montrer que, pour tout nombre réel = > ( et tout nombre entier naturel k, I'intégrale

s tke—.’rt
[T
1 1+
est convergente.

Pour quelles valeurs de l'entier & cette iniégrale est-elle aussi convergente pour z =07

e—rf

1448
Montrer que la fonction F' est une fonction strictement positive, décroissante et que

d¢.

lim F{z)=0

r—+oo

a)} Montrer que, pour tout réel ¢ > 0, tout réel z et tout réel &2 > 0, 0n a

tz hz
2

-tz

[E—t(r+h) —emtT + the ' p

<
b) Montrer de méme que, pour tout réel £ > 0, tout réel z et tout réel A <0, 0n a
12h2
!e—f(z:+h) _emt® +the_t”l < e tlx+h)
- 2

¢) En déduire que pour tout réel = > 0 et tout réel htel que x+ i > 0,0na

t e %t o
—di|{ < — dt
118 I— 2/1 16

d) Montrer enfin que la fonction F est dérivable sur [0, +-0of et donner une expression de sa fonction

‘F(z+h)-—F($)+h/1m

dérivée FY.
o0 t? e—zi

di.

Montrer de méme que F' cst dérivable sur [0, +oc| et que F7{z} = / s
1

. On se propose de montrer que la fonction In(F) est convexe.

a) Montrer que si @, b et ¢ sont trois nombres réels tels que, pour tout nombre réel X, cn ait
I'inégalité : ar? 4+ 28A + ¢ > 0, alors, nécessairement, ac ~ 5% > 0.
b) En déduire que la fonction In{ F') cst une fonction convexe.
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EXERCICE II

On dispose de deux jetons 4 et B que 'on peut placer dans deux cases (g et €, et d'un dispositi
permettant de tirer au hasard et de manidre équiprabable, I'une des lettres a, b ou ¢. Au début
de Uexpérience, les deux jetons sont placés dans ;. On procéde alors & une série de tirages
indépendants de Pune des trols lettres ¢, & ou c.

A la suite de chaque tirage, on effectue I'opération suivante :

s sl la lettre o est tirée, on change le jeton A de case,

+ si [a lettre & est tirée, on change le jeton B de case,

» si la lettre ¢ est tirée, on ne change pas le placement des jetons.
On suppose qu’il existe un espace probabilisé dont la probabilité est notée P, qui modélise cette
expéricnce et que Pon définit deux suites de variables aléatoires sur cet espace, (Xp)nzo et (Yo )nso.
décrivant les positions respectives des jetons A et £, en posant :
Xy = ¥y = 0, et pour lout entier naturel » non nul, X, = 0 si. 4 I'issue de la »™™* opération, le
joton A se trouve dans Cy et X, = 1 8'il se trouve dans C7q; de méme, Y, = 0 si le jeton B est dans
Co a lissue de la n'®*=® opération et ¥, = 1 5'il se trouve dans 7.

I. Simulation

Ecrire un programme en Turbo-Pascal permettant de simuler U'expérience, qui lira un entier N
entré au clavier, représentant le nombre de tirages & effectuer, et qui affichera & I'écran la liste des
couples observéds (X,,Y,) pour 1 < n < N,

Ce programme utilisera la fonction RANDOM qui renvoie, pour un argument m de type INTEGER, un
nombre entier de 'intervalle {0, m — 1], tiré au hasard et de maniére équiprobable.

{Cette fonction doit étre initialisée par la commande RANDOMIZE).

II. Etude du mouvement du jeton A

1.

4.

a) Soit » un entler strictement positil. Déterminer la probabilité que, & I'issue de la ™™ opération,
le jeton A n'ait jamais quitté Cp.
b} Quelle est la probabilité que e jeton A reste indéfiniment dans Cf 7

. Pour tout entier naturel k£ supérieur ou égal & 2, on s’intéresse i ’événement Dy, : & Pissue de la

L= apération, le jeton A revient pour la premiére fois dans Cg. Déterminer la probabilité P{Dg).

21
= (2 1)

a) Déterminer les valeurs propres de M et donner une base de vecteurs propres.

Soit M la matrice

b) En déduire 'expression de M ™, pour tout entier 7 strictement positif.
a) Calculer les probabilités P(X, = Q) et P(X; = 1).
b) Déterminer une matrice § telle que, pour tout entier naturel n, on ait 1'égalité matricielle :

(=) e (R 2h)

c) Pour tout entier naturel n non nul, calculer la matrice Q" et en déduire la loi de la variable X,..
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II1. Etude du mouvement du couple de jetons (A, B)

On suppose que l'on définit sur le méme espace probabilisé une suite de variables aléatoires
(W) >0, & valeurs dans {0,1,2. 3}, décrivant les positions des deux jetons 4 et B, en posant :
Hy = 0, ¢t pour tout entier naturel n non nul,
W, = 0 s, & Uissue de la n®*™ opération, 4 et I} se trouvent tous les deux dans Cl,
W, = 1si, & Pissue de la »'™ opération, A se trouve Cp et B dans Cy,
W, = 2 si, 4 l'issue de la 7™ opération, 4 se trouve {7 et 8 dans Cp,
W, = 3 s, a l'issue de la n*™ opération, les deux jetons A et B se trouvent dans €.

1. Calculer les probabilités P{W; = i) pour i égal 2 0,1,2 et 3.

2. Délerminer la matrice R telle que, pour tout entier naturel n, on ait ’égalité matricielle :

P(W.i: =0) P{W, =0}

P(-[‘Vn+1 = ]_:l _ R P(W'n - 1)

P(Wasr =2) | P, =2)

P(Woi =3) P(W, =3)

3. On considére les matrices :

1 0 0 0 1 1 11 G 0 0 1
01 0 0 1 1 1 1 6 0 1 9
=g o010} Y=l1111 V=16 10 o
0 0 0 1 1 111 1 0 0 0

a) Pour tout entier naturel n non nul, calculer Jes matrices U™ et V™.
b) Etablir, pour tout entier naturel non nul, I’égalité

-V =3 (-1 CL Uyt
k=0
oll, par convention, on pose : U0 = V¢ =171 .
¢) En déduire, pour tout entier naturel non nul, I’égalité

(T = V)" = 1B ~ (10 + (-1

4. Pour tout entier naturel » non nul, calculer la matrice B® et donner la loi de la variable W,. {On
distinguera les cas n pair et n Impair).
5. Déterminer, pour tout entier naturel » non nul, la covariance de X, et ¥, et calculer la limite de

cette covariance quand n tend vers +o0.

TP ZZ)> i

IV. Etude d’un temps de séjour

On suppose que chaque tirage, avec ’opération qui le suit, dure une minute. Ainsi, & l'issue de la
n®*= gpération, n minutes se sont écoulées depuis le début de l'expérience.
Seit » un entier naturel non nul.
On suppose que le nombre de minutes écoulées pendant lesquelles le jeton A a séjourné dans Ci,
entre le début de l'expérience et Iissue de la n™*® opération, est une variable aléatoire que l'on
note T,

1. Exprimer Ty & I'aide des variables X, pour & compris entre 1 et n.

2. En déduire Uespérance E(T.,).

Calculer la limite de —T;E(Tn) quand n tend vers l'infini.
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HEC : MATH III

CORRIGE

EXERCICE-I

QUESTION-1
tkre—wt
1+1¢5
fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas.

L’intégrale est donc impropre en +oo.

est continue sur [1;+oo[, comme quotient de

La fonction f;, définie par : ¢t —

Cette fonction est positive sur 'intervalle [1;+oc[. Nous allons chercher un équivalent

en +oo.
5 45 o them® g5 e _ tRTS RS
(1+¢ )Jroot,donc fr(t) o e )

< . , ) 2.k—5

Comme z > 0, nous savons d’apres les croissances comparées que . hr+n t(tw =
——+00 (&

k—3

2 .

lim

t—+oo (et)”

Cela veut dire que lim 2 fe(t) =0 (car fr(t) ~ % = t2f1(t) o~ %)
Ecrivons la définition de limite :
Ve>0, 3A>1/Vt> A, [£2fe(t) — 0] <e.
Compte tenu du fait que pour t > A > 1, t2fx(t) > 0, I'écriture précédente devient :
Ve>0, 3A>1/Vt> A, 0<t2fe(t) <e.
Appliquons cette propriété pour ¢ = 1.
JA>1/ Vt> A 0<tfi(t) < 1.

Remarque : On aurait pu affirmer tout de suite cette derniere inégalité, car si
2 fr(t) — 0 quand ¢t — +oo, t2fx(t) 7 finit 7 par étre inférieure a 1 (car si elle reste
constamment supérieure a 1, elle ne pourra pas tendre vers 0).

Comme ¢2 > 0, on déduit :

VE2 A, 0< filt) < 5

+oo
On sait d’apres le critéere de Riemann que / % est convergente.
A

D’apres le théoreme de comparaison des fonctions positives, on conclut que

+oo
fr(t)dt est convergente. Donc
A

“+oo
fr(t)dt est convergente car sur [1, 4] fi. est continue.
1
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e Siz=0, fr(t) I ﬁ%k Or ces deux fonctions sont positives, équivalentes

“+o0 +oo

au voisinage de +co, donc les intégrales fr(t)dt et / tg%k sont de méme
1 1

nature.

g

F converge si et seulement si 5—k > 1,

Toujours d’apres le critere de Riemann /
1

c’est-a-dire si k < 4.

En résumé :

+oo
Pour z > 0, 'intégrale fx(t)dt est convergente Vk € N.
1

+o00

Pour = = 0, l'intégrale fx(t)dt est convergente si et
1

seulement si k < 4.

QUESTION-2
La fonction fy est continue, positive strictement sur [1,+oof ;

—+oo
pour tout z > 0, 'intégrale fo(t)dt converge ;
1

pour z = 0, l'intégrale converge car k =0 < 4.

“+oo
Conclusion : l’intégrale fo(t)dt converge pour x > 0.
1

Les bornes sont dans 1’ordre croissant, donc

Vo >0, F(z)>0.

e Soit z et y des réels tels que 0 <z < .
+oo +oo
—yt —xt
F(y)—F = € —_dt — £ dt
w-rFa = [ St [ 5
too, —at
:/ (£ = )at,
L N1 14t

d’apres la propriété de linéarité des intégrales convergentes.

Posons y =2 +h (h > 0) ; on obtient alors

“+o0o
—(z+h)t _ —uat
Fly)—F(z) = € — ¢
w-Fe) - [ S

/+Ooe:rtht o efzt
. 111

+o0 2t —ht —xt
:/ e e e
1

1+¢°
+oo, —xt(,—ht
_ / e~y

. 1+t

e~®t est toujours strictement positif ; vt > 1,vh >0, e7"* —1 <0, car —ht <0 ; de plus
1
0 ; donc

1+

e—ht(e—ht _ 1)
14+1t°
Les bornes d’intégration sont dans ’ordre croissant, on conclut que l'intégrale

< 0.

+Ooe—:ct(e—ht _ 1) , . . / .
/ 1+—t5dt est négative (elle est méme strictement négative).
1
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Vo,y | 0<x <y, F(y)— F(x) <0. F est décroissante.

Vt>1, 1 <1+, donc 0 < —t =<1
1+1¢

On multiplie cet encadrement par e=** > 0, et 'on obtient : 0 < % < e ™. Par
suite, en intégrant entre 1 et +oo (ce qui ne pose pas de probleme car les intégrales
convergent), on obtient :

+oo —+oo
0< fo(t)dt < / e "tdt. (D)
1

1

+oo
Calculons / e vt :

1

+oo a
/ e %t = lim et dt
1

. . 1 —zt1a
= GETOO [—ze™™],
= lim (— %e‘m + 16_’”)
a——+00
_1-
ze "
car z > 0 = HI—P e " =0.
L’encadrement (1) s’écrit alors 0 < F(z) < Le-
Cet encadrement permet de conclure :
lim F(z)=0.
o )

QUESTION-3
3-a)
Ici > 0.
e Sit=0, I'inégalité est vraie, elle s’écrit : 0 < 0.

e Sit >0, soit g 'application définie par g(u) = e~*. g est de classe C? sur R, et
g//(u) — t2€—tu.

Sur [z;z + A, |g"(u)] = e 5 |g"(u)| < t2e7t*) car u — e~ est décroissante (¢ > 0)
sur [z;x + h], son maximum est atteint au point . On peut appliquer I'inégalité de
Taylor-Lagrange a 'ordre 1 entre = et z + h.

1
h* h%,2 -
lg(a+ 1) =3 g W@ < Bpeete,
k=0

Ce qui s’écrit encore :

‘eft(m+h) —etw 4 theftﬂ < t22h2 et

0 1
car %g(o) (r)g(x) =e ' et %g(l)(x) = —the ™.

3-b)
Ici h <.
e Sit=0, I'inégalité est satisfaite et s’écrit : 0 <0.

e Sit >0, on utilise la méme fonction g sur [z + h,z], car h < 0. Sur cet intervalle,

lg" (u)] < t2e~t=+M) par décroissance de la fonction u — e~ sur U'intervalle [z + h,ag.
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On applique 'inégalité de Taylor-Lagrange a 'ordre 1 entre x et x +h bien que =+ h
soit inférieur a z, et 'on obtient :

glz+h) — Z hE (k) ( h)the—t(m+h).

|e—t(9c+h) —etT 4 the—tac| < t22hQ e_t(x—i-h)_

3-¢)
Pour tout z >0et 2 +h >0,
Posons A(x,h) = F(x + h) — F(z).

(z+h)t —at
sy = [y
1+¢
Az, h)+h Ldt Tttt [ e i
‘ (. h) + /1 1+t5 ‘ ‘/ 1+t5 + /1 14 ’
+ _I \ .
Remarque : L’intégrale /1 fi e dt converge d’apres la question 1 car elle correspond
au cas k=1.
Foo —(.L-‘rh)t et —xt
‘Axh+h/ | ‘/ e
141 1+t

par linéarité des intégrales convergentes.

—+oo —+oo
te—rt ’ ‘ e—(m+h)t _ et + hte—*t

A(z,h)+h dt

’ (@, h) + /1 1+¢° / 1+1¢°

car les bornes d’intégration sont dans I'ordre croissant.

Cp2p2o—at
2(1 + t°)

a) précédente et parce que les bornes d’intégration sont dans ’ordre croissant.

dt

+
e Si h>0. La derniere intégrale est majorée par / dt d’apres la question
1

. CRN . Ve . 7’ +m 2 2 - +h t \
e Si h < 0. La derniere intégrale est majorée par / E2hZe” (Tt ), d’apres la

1 2(1+t0)
question a) précédente et parce que les bornes d’intégration sont toujours dans
P’ordre croissant.

Dans un cas comme dans l'autre, e~ (47t et e=** sont majorés par 1, car les exposants
sont négatifs.

272 L, 272 —at 212 —(z+h)t
Comme —t"" >0, ¢ <1 et e~ @Mt < 1, les quantités L€ et thie
20+ = ¢ = ¢ =5 d 201+ %) 201 + %)

sont majorées par

Les bornes d’intégrations étant toujours dans l'ordre croissant, dans tous les cas
I'intégrale est majorée par

too 959 2 [T o
/ th5dt:%/ E .
L 21+ D) T

Conclusion : vz > 0, VheR/x+h>O

F(z+h)—F w1 < b2 2
| Pz +n) - (:c)+/1 e f/l T

3-d)
Divisons les deux membres de I'inégalité précédente par |h| > 0 pour h # 0, on trouve

— +oo —at
’F(%Lh) F(a?)+/ te dt‘_ /
h 1 148 2|h| 1+t5
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