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EM-LYON MATH III 2000 1

ANNALES DE MATHEMATIQUES 2000

EM-LYON : MATH III

CORRIGE

EXERCICE−I

QUESTION−1

1−a)

λ est valeur propre de J si et seulement si la matrice J − λI n’est pas
inversible.

J − λI =



−λ 2 1
0 −1− λ 2
0 1 −λ


 on effectue L2 ←→ L3

J − λI est équivalente à



−λ 2 1
0 1 −λ
0 −1− λ 2


 L3 ←− L3 + (λ + 1)L2.

J − λI est équivalente à



−λ 2 1
0 1 −λ
0 0 −λ2 − λ + 2


 .

La matrice J −λI est triangulaire : elle n’est pas inversible si et seulement
si l’un au moins des pivots est nul, donc si et seulement si

λ = −2 ou λ = 0 ou λ = 1.

Notons Eλ le sous-espace propre de f associé à λ.

u = (x, y, z) ∈ Eλ ⇐⇒




−λx + 2y + z = 0
y − λz = 0

(−λ2 − λ + 2)z = 0.

• Pour λ = −2, cela donne :
{

2x + 2y + z = 0
y + 2z = 0 ⇐⇒





y = −2z
2x = 3z
z ∈ R.

E−2 = vect
(
(3,−4, 2)

)
; u1 = (3,−4, 2).

• Pour λ = 0, cela donne :
{

2y + z = 0
y = 0 ⇐⇒





y = 0
z = 0
x ∈ R.

E0 = vect
(
(1, 0, 0)

)
; u2 = (1, 0, 0).
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2 EM-LYON MATH III 2000

Remarque : Il était prévisible que (1, 0, 0) soit dans le noyau de f car, d’après la
première colonne de la matrice J de f , f(1, 0, 0) = (0, 0, 0).

• Pour λ = 1, cela donne :
{−x + 2y + z = 0

y − z = 0 ⇐⇒




y = z
x = 3z
z ∈ R.

E1 = vect
(
(3, 1, 1)

)
; u3 = (3, 1, 1).

1−b)

La matrice J ∈M3(R), elle admet trois valeurs propres distinctes, donc elle
est diagonalisable.

Si l’on pose P =




3 3 1
−4 1 0

2 1 0


 et D =



−2 0 0

0 1 0
0 0 0


, alors d’après la formule de

changement de base pour les matrices, on obtient :

J = PDP−1

1−c)

Ma = aI + J ⇐⇒ P−1MaP = P−1(aI + J)P ( car P et P−1

sont inversibles : sinon il n’y aurait que l’implication
de gauche à droite)

Ma = aI + J ⇐⇒ P−1MaP = aI + D.

Si l’on pose Da =




a− 2 0 0
0 1 + a 0
0 0 a


, on obtient P−1MaP = Da ; donc en multipliant

cette égalité à gauche par P et à droite par P−1 l’on obtient :

Ma = PDaP−1.

1−d)

On sait qu’une matrice carrée n’est pas inversible si et seulement si elle
admet 0 pour valeur propre. Donc une matrice carrée est inversible si et
seulement si elle n’ admet pas 0 pour valeur propre. Or les valeurs propres
de Ma sont a − 2, 1 + a, a. Il en résulte que Ma est inversible si et seulement si
a− 2 6= 0, 1 + a 6= 1, a 6= 0.

Ma est inversible si et seulement si a 6∈ {−1, 2, 0}.

QUESTION−2

2−a)

α) Ma = X2 =⇒ XMa = X3 = X2X = MaX. Donc Ma et X commutent. Or
J = Ma − aI, X commute avec Ma et avec I (I commute avec toutes les matrices de
M3(R)), on conclut que X et J commutent.

XJ = JX.

β) Nous avons noté λ les valeurs propres de f , donc de J. Considérons une
valeur propre λ de f et soit u un vecteur propre de f associé à λ.

On af(u) = λu et u 6= (0, 0, 0).
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