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EDHEC 2001 1

ANNALES DE MATHEMATIQUES 2001

EDHEC

CORRIGE

EXERCICE−I

QUESTION−1

1−a)

Par définition de la matrice d’un endomorphisme dans une base donnée,

Ea =




a 0 a
1 0 1
−a 0 −a


 .

Un calcul sans la moindre difficulté donne A2
a = (0).

1−b)

Première façon de répondre : Si λ est valeur propre de Aa, alors il existe
une matrice colonne X 6= (0) telle que AaX = λX. En multipliant à gauche les deux
membres par Aa on obtient : A2

aX = Aa(λX) = λAaX = λ2X. Or A2
a = (0), donc A2

aX = (0)
; l’égalité précédente devient λ2X = (0). Or X 6= (0), donc λ2 = 0, c’est-à-dire λ = 0.

0 est la seule valeur propre possible.

Or A0




0
0
1


 = (0) (ceci vient du fait que la deuxième colonne de Aa est nulle). Donc

0 est effectivement valeur propre.

La matrice Aa admet 0 pour unique valeur propre.

Deuxième façon de répondre : On peut aussi dire : le polynôme X2 est un
polynôme annulateur de A. Et le cours nous apprend que les seules valeurs possibles
de A sont les racines de ce polynôme, et on retrouve, bien-sûr, le même résultat.

1−c)

Raisonnons par l’absurde : si Aa est diagonalisable, elle est semblable à la matrice

diagonale




0 0 0
0 0 0
0 0 0


 = (0). Il existe donc une matrice P ∈ M3(R), inversible, telle

que A = P (0)P−1 = (0). Ce qui est faux.

Conclusion : la matrice Aa n’est pas diagonalisable.

D’après le cours, on sait que Aa admet 0 comme valeur propre équivaut à Aa non
inversible, tout simplement parce qu’alors Ker(A− 0I) = Ker A 6= {0}.
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2 EDHEC 2001

La matrice Aa n’est pas inversible.

QUESTION−2

2−a)

La matrice des coordonnées des vecteurs u1, e2, e3 dans la base (e1, e2, e3) de E est par

définition Q =




a 0 0
1 1 0

−a 0 1


.

C’est une matrice triangulaire dont aucun des termes diagonaux n’est nul ; la
matrice Q est inversible.

Q inversible équivaut à (u1, e2, e3) est une base de E.

2−b)

Remarquons que fa(e1) = (−a, 0, a) = u1. Donc fa(u1) = fa(fa(e1)) = f2
a (e1) = 0 car f2

a est
l’endomorphisme nul (sa matrice A2

a est nulle).

fa(e2) = 0 et fa(e3) = u1. Par définition de la matrice d’un endomorphisme
dans une base, la matrice de fa dans la base B′ est

K =




0 0 1
0 0 0
0 0 0


 .

QUESTION−3

3−a)

Soit g un endomorphisme de R2 associé à M dans la base B′ ; alors M2 est la matrice

de g2 = f , c’est dire que M2 = K.

Si M est la matrice de g dans la base B′, alors M2 est la matrice de g2 = f . Alors
MK = MM2 = M2M = KM.

MK = KM.

3−b)

Cherchons M =




m x y
n q z
p r s




MK =




m x y
n q z
p r s







0 0 1
0 0 0
0 0 0


 =




0 0 m
0 0 n
0 0 p




KM =




0 0 1
0 0 0
0 0 0







m x y
n q z
p r s


 =




p r s
0 0 0
0 0 0




L’égalité MK = KM équivaut au système
{

m = s
p = r = n = 0.

Donc M =




m x y
0 q z
0 0 m



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Résolvons maintenant l’équation M2 = K, c’est-à-dire


m x y
0 q z
0 0 m







m x y
0 q z
0 0 m


 =




0 0 1
0 0 0
0 0 0







m2 x(m + q) 2my + xz
0 q2 z(m + q)
0 0 m2


 =




0 0 1
0 0 0
0 0 0




On obtient



m2 = 0
q2 = 0

x(m + q) = 0
z(m + q) = 0
2my + xz = 1

;
{

m = q = 0
xz = 1.

Si g existe, sa matrice dans la base B′ est




0 x y
0 0 z
0 0 0


 avec xz = 1, (x, y, z) ∈ R3. (1)

QUESTION−4

Soit g un endomorphisme dont la matrice dans la base B′ est une matrice M donnée

par la formule (1). Alors M2 =




0 0 xz
0 0 0
0 0 0


 = K puisque xz = 1.

Conclusion : un endomorphisme g de E vérifie la relation g◦g = fa

si et seulement si dans la base B′ sa matrice est du type M où
(x, y, z) ∈ R3 et xz = 1.

EXERCICE−II

QUESTION−1

1−a)

Si n = 2.

. Un seul résultat peut être apparu : X = 2 ; l’une des trois variables Xi est nulle, les

deux autres Xj et Xk valent 1. Donc
3∑

r=1

Xr = 2. C’est bien la valeur prise par X.

. Deux résultats peuvent être apparus : X = 1 ; deux des trois variables valent zéro,
l’autre vaut 1 ; la somme vaut alors 1 et c’est bien la valeur de X.

Si n ≥ 3.

. Les deux cas précédents peuvent se produire. On peut voir apparâıtre à l’issue des
trois épreuves les trois résultats ; dans ce cas X = 0 et X1 = X2 = X3 = 0, donc la

somme
3∑

r=1

Xr = 0 = X.

∀n ∈ N∗ − {1}, X = X1 + X2 + X3.
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