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EXERCICE 1

A. Or considére la matrice A définie par :

-1 -1 2
A= 1 2 -1
-2 -1 3

et on note ¢ 'endomorphisme de R? représenté par 4 dans la base canonique.

. a) Montrer que A admet les valeurs propres 1 et 2 et n’en admet pas d’autre.

Déterminer les sous-espaces propres £, et K, associés i ces valeurs propres.

b) La matrice A est-elle diagonalisabie 7

. Soit ¥V un vecteur propre de A associé i la valeur propre 1. Trouver un vecteur W de R® tel que

GW)=V + W,

. Soit I un vecteur propre de 4 associé & la valeur propre 2. Montrer que la famille (U, V, W) est

une base de R%.
Déterminer la matrice B représentant I'endomorphisme ¢ dans la base (U, V,W) ainsi qu'une

matrice inversible P telle qu’on ait 'égalité B = P-1AP.
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B. Etant données les matrices

1 0 0 1 0 0 0 00
I=101 0], H=|0 0 0], N={0 0 1],
0 0 1 00 o 0090

on associe & tout élément (a,b,¢) de R® la matrice Cla p,cy définie par :

Clapy =0l + bH + cN

On note M P'ensemble des matrices Ciq 5., 0 (a,b,c) décrit E3.

1. Montrer que A est un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel M3(R) des matrices carrées
d’ordre 3 et déterminer sa dimension.

2. Vérifier que la matrice B définie dans la question A.4 appartient & M.

3. Préciser les conditions que doivent vérifier Jes nombres a, b et ¢ pour que la matrice Cy, oy soit
inversible. Déterminer, quand elle existe, sa matrice inverse.

4. Déterminer les valeurs propres de Ciqa 5 0)-

Montrer que cette matrice est diagonalisable si et seulement si ¢ est nul.

R T Ly e I R

EXERCICE 1I

A. On considére la fonction & de deux variables réelles définie, pour tout z et tout y stricternent

positifs, par ;
z

2y’

2
Glz,¥) =

3
——111:c+y—§

1. Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 et 2 de la fonction G.

2. Rechercher les extremums éventuels de la fonction & dans le domaine |0, co[x]0, col.

B. On considére maintenant la fonction f définie, pour tout z strictement positif, par :

z2 1

fz)=G{(z,1) = ?—lnm— 3

1. Etudier les variations de f. Montrer que c’est une fonction convexe. Donner sa représentation
graphique.
2. a) Calculer une primitive de la fonction f sur Vintervalle ]0, +oof.

i
b} En déduire que Pintégrale f f(z)dz existe et calculer sa valeur.
o
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3. Soit n un entier supérieur ou égal 4 2. On pose : 5, = - 2}’ (E)
J:
a) Etablir, pour tout entier J vérifiant 1 < j < n, les inégalités :
i+1

1, (741 = 1,{7
() < [T ot s i (2)

n n i no\n

b) En déduire 'encadrement

];f(x)dx < 5. < %f(%) +/11f(dex

1,./1 W
0 < Ef(;) ﬁ_/n Sflz)dx

4. On considére Ia suite (5, )n»2 0fl, pour tout entier n supérienr ou égal & 2, §,, est défini comme
dans la question précédente. Montrer que cette suite converge et déterminer sa limite.

T
1)(2 1
5. On rappelle que, pour tout entier naturel non nul n, on a égalité : Z k= n(n + )6( nt )
k=1

¢) Montrer les inégalités :

m .
a) Exprimer, pour tout entier naturel non nul =, la somme Z f (-‘7-) en fonction de n.
n
i=1

b} En déduire la limite : lim 2In (”—)

n— oo Nt ﬂ,!
Ik F kR ko ERF Rk Rk ok kR k¥R

EXERCICE III
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A. Préliminaire
nz(n + 1)2

ke}
Montrer, pour tout entier naturel non nul =z, Iégalité : Z k= 1

k=1

B. Soit V un entier supérieur ou égal a 2.

Une urne contient N boules dont N — 2 sont blanches et 2 sont noires. Or tire au hasard,
successivement et sans remise, les ¥V boules de cette urne.

Les tirages étant numérotés de 1 4 N, on note X la variable aléatoire égale au numéro du tirage
qui a fourni, pour la premiére fois, une boule noire et X3 la variable aléatoire égale au numséro du
tirage qui a fourni, pour la deuxiéme fois, une boule neire.

1. Préciser 'espace probabilisé (92,.4,P) que l'on peut utiliser pour modéliser cette expérience
aléatoire.

2. Soit 7 et § deux entiers de ['intervalle [1, ¥]. Montrer que Ion a

0 si 1<57<i<N
P(Aﬁ = i‘XE ::j):: { 2 . . -
? T a— 1< <
NN —1) si <i<FIN
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3.

4.

6.

Déterminer les lois de probabilité des variables aléatoires X et X;. Ces variables sont-elles
indépendantes ?

a) Montrer que la variable aléatoire ¥ +1— X: ala méme loi que X.

b) Déterminer la loi de la variable aléatoire X, — X; et la comparer a la loi de X1-

. A Taide des résultats de la guestion 4 :

a) Calculer les espérances E(X;) et E(X>).
b) Montrer I'égalité des variances V{X,) et V(X,).

<) Etablir la relation : 2Cov{ Xy, X7) = V(X;), ol Cov{X1,X;) désigne la covariance des variables
aléatoires Xy et Xs.

Calculer V(X;) ; en déduire V(X;) et Cov( Xy, X3).

C. Dans cette partie, N désigne ercore un entier supérieur ou égal & 2.

1.

On considére le programme Turbo-Pascal suivant, ol RANDOM(10) désigne un nombre entier tiré au
hasard par l'ordinateur daas lintervalle [0,9] (la procédure RANDOMIZE sert & injtialiser la fonction
RANDOM) :

PROGRAM Tirage;

VAR
a,b,c : INTEGER,

BEGIN
NANDOMIZE;
ar= RANDOM(10)+1;
b:= RANDOK(10)+1;
IF a > b THEN
BEGIN
c:=a; a:=b; b:=c;
END; :
IF a < b WRITELN(’(’,a,’,?,b,?)7%};
END.
a) Que fait l'ordinateur dans le cas oi les variables @ et b contiennent toutes les deux le méme

nombre ?

b) Qu'affiche ordinateur dans le cas ou les variables a et b contiennent respectivement les nombres
Jet5?

¢) Qu’affiche Pordinateur dans le cas ol les variables a et b contiennent respectivement les nombres
10et 17

On suppose que A et B sont deux variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé
(2, A, P), indépendantes, suivant la méme loi uniforme sur ’ensemble {1,2,..., N} et on désigne
par D Pévénement : “A ne prend pas la méme valeur que B”.

N-1
a) Montrer que la probabilité de événement D est T

. L ‘o . [ Y] = min(A, B)
b) Soit ¥; et Y les variables aléatoires définies par : {Yg = max(A, B)

Calculer, pour tout couple (3, 7) d’éléments de 'ensemble {1,2,..., N}, la probabilité conditionnelle
P(¥1 =1 Y=3/ D).

Expliquer pourquoi le programme de la question 1 permet de simuler les variables aléatoires X1
et X5 de la partie B, dans le cas ol NV est égal & 10.
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ESCP-EAP MATH III

CORRIGE

EXERCICE I

PARTIE A

QUESTION-1
1-a)

A est valeur propre de A si et seulement si A — A\ n’est pas inversible,
c’est-a-dire si le systéme (S), d’inconnues (z,y,2) n’est pas de Cramer.

—-1+Nz—y+2z =0
(S)

x4+ 2-ANy—2 =0
—2r—y+B-Xz =0

(S) équivaut a (on permute L; et L)

r+2-Ny—=z =0
—-1+Nz—y+2z =0
—2x—y+B3-XNz =0

puis a (on effectue Ly «— Ly + (1 + ALy et Ly «— L3 +2L;)

r+2-Ny—=z =0
(=X +2+Dy+(1-XNz =0
B-2XNy+(1-X)z =0
puis a (on échange l'ordre de y et z)

r—z4+(2-Ny =0
(1=XNz+(=N+A+1)y =0
(1-Nz+B-2))y =0

et pour finir a (on effectue Ly «— Lz — L»)
r—z+(2-Ny =0
(1=XNz+(=M+A+1)y =0
(A2 =3\ +2)y ~0

Ce dernier systeme est triangulaire ; il n’est pas de Cramer si et seulement
si I’'un au moins des termes diagonaux est nul.

A est valeur propre de A si et seulement si A =1 ou A2 -3\ +2 =0, soit A\=1ou \ =2.

spectA = {1,2}

Recherche des sous-espaces propres.

Si A =1, le systeme (S) équivaut a
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Soit z = z,y = 0.
{(z,y,2) eR? | x =2,y =0}
={(#,0,z) / x €R}
{ 1) / x €R}

By = vect ((1,0, 1)). dim By = 1.

Si A =2, le systeme (S) équivaut a

E, ={(z,y,2)€R? [ 2=, y=—u}
={(z,—z,z) /| z €R}
={z(1,-1,1) / z € R}
Ey = vect ((1, —1,1)). dim By = 1.
1-b)

dim By + dim B, = 2 # dimR3. A n’est pas diagonalisable

QUESTION-2

Cherchons W = (z,y,2) tel que (W) = (1,0,1) + W = (1,0,1) + (z,y,2). Cette égalité
vectorielle équivaut a I’égalité matricielle

x 1 T
Ax|ly|l=(0])+1y
z 1 z

Cette égalité matricielle équivaut au systeme suivant :

—r—y+2z2 =14z
T+2y—=z =y
2z —-—y+3z =14z

soit a
—2r—y+2z =1
rt+y—z =0
—2r—y+2z =1

puis a
—2x—-y+2z =1
r+y—=z =0

(puisque les deux derniéres lignes sont égales),
puis a (on effectue L, «— L, +2Ly)

y =1
r+y—2z =0

et finalement a
y =1
r =z-—1.

Nous prendrons, par exemple, W = (—1,1,0) correspondant a z = 0.
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QUESTION-3
Prenons U = (1,-1,1).

La famille (U, V,W) est une base de R? si et seulement si la matrice de ces
trois vecteurs dans la base caononique de R? est inversible.

1 1 -1
Cette matriceest | -1 0 1
1 1 0
Effectuons les opérations suivantes sur les lignes Ly «— Ly + Ly et Ly «— L3 — L;. On
1 1 -1
trouve la matrice [ 0 1 0
0 0 1
C’est une matrice triangulaire, aucun des termes diagonaux n’est nul ; cette
1 1 -1
matrice est inversible, donc [ -1 0 1 | également.
1 1 0
1 1 -1
Dans ces conditions la matrice P= [ -1 0 1 | est la matrice de passage de la
1 1 0

base canonique de R? a | la nouvelle base (U,V,W) de R3.

QUESTION-4

On sait que p(U) = 2U, ¢(V) =V et o(W) =V + W. Par définition de la matrice
d’un endomorphisme dans une base donnée, la matrice de ¢ dans la base

2 0 0
U,VyiW)est B=|0 1 1
0 0 1
D’apres le cours, on sait que A et B sont liées par la relation
B =P AP
PARTIE B

QUESTION-1

Par définition, M est I’ensemble des combinaisons linéaires de I, H, N.

M = vect(I, H, N), donc M est un sous-espace vectoriel de M3(R).

La famille (7, H, N) est une famille génératrice de M.

a+b 0 0
Soit (a,b,c) € R? / al +bH + cN = (0). Cette égalité est 0 a c|=(0)
0 0 a
Il vient immédiatement a = b = c = 0.
La famille (I,H,N) est libre, génératrice de
M ; c’est une base de M : dim M = 3.
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