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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2001

ESCP-EAP MATH III

CORRIGE

EXERCICE I

PARTIE A

QUESTION−1

1−a)

λ est valeur propre de A si et seulement si A − λI n’est pas inversible,
c’est-à-dire si le système (S), d’inconnues (x, y, z) n’est pas de Cramer.

(S)




−(1 + λ)x− y + 2z = 0
x + (2− λ)y − z = 0
−2x− y + (3− λ)z = 0

(S) équivaut à (on permute L1 et L2)



x + (2− λ)y − z = 0
−(1 + λ)x− y + 2z = 0
−2x− y + (3− λ)z = 0

puis à (on effectue L2 ←− L2 + (1 + λ)L1 et L3 ←− L3 + 2L1)



x + (2− λ)y − z = 0
(−λ2 + λ + 1)y + (1− λ)z = 0

(3− 2λ)y + (1− λ)z = 0

puis à (on échange l’ordre de y et z)




x− z + (2− λ)y = 0
(1− λ)z + (−λ2 + λ + 1)y = 0

(1− λ)z + (3− 2λ)y = 0

et pour finir à (on effectue L3 ←− L3 − L2)



x− z + (2− λ)y = 0
(1− λ)z + (−λ2 + λ + 1)y = 0

(λ2 − 3λ + 2)y = 0

Ce dernier système est triangulaire ; il n’est pas de Cramer si et seulement
si l’un au moins des termes diagonaux est nul.

λ est valeur propre de A si et seulement si λ = 1 ou λ2− 3λ + 2 = 0, soit λ = 1 ou λ = 2.

spectA = {1, 2}

Recherche des sous-espaces propres.

Si λ = 1, le système (S) équivaut à

page 1 Jean MALLET et Michel MITERNIQUE c© EDUKLUB SA
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{
x− z + y = 0

y = 0 Soit x = z, y = 0.

E1 =
{
(x, y, z) ∈ R3 / x = z, y = 0

}
=

{
(x, 0, x) / x ∈ R}

=
{
x(1, 0, 1) / x ∈ R}

E1 = vect
(
(1, 0, 1)

)
. dim E1 = 1.

Si λ = 2, le système (S) équivaut à
{

x− z = 0
−z − y = 0

Soit z = x, y = −z = −x.

E2 =
{
(x, y, z) ∈ R3 / z = x, y = −x

}
=

{
(x,−x, x) / x ∈ R}

=
{
x(1,−1, 1) / x ∈ R}

E2 = vect
(
(1,−1, 1)

)
. dim E2 = 1.

1−b)

dim E1 + dim E2 = 2 6= dimR3. A n’est pas diagonalisable

QUESTION−2

Cherchons W = (x, y, z) tel que ϕ(W ) = (1, 0, 1) + W = (1, 0, 1) + (x, y, z). Cette égalité
vectorielle équivaut à l’égalité matricielle

A×



x
y
z


 =




1
0
1


 +




x
y
z


 .

Cette égalité matricielle équivaut au système suivant :


−x− y + 2z = 1 + x
x + 2y − z = y
−2x− y + 3z = 1 + z

soit à


−2x− y + 2z = 1

x + y − z = 0
−2x− y + 2z = 1

puis à{−2x− y + 2z = 1
x + y − z = 0

(puisque les deux dernières lignes sont égales),

puis à (on effectue L1 ←− L1 + 2L2){
y = 1

x + y − z = 0

et finalement à{
y = 1
x = z − 1.

Nous prendrons, par exemple, W = (−1, 1, 0) correspondant à z = 0.
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QUESTION−3

Prenons U = (1,−1, 1).

La famille (U, V,W ) est une base de R3 si et seulement si la matrice de ces
trois vecteurs dans la base caononique de R3 est inversible.

Cette matrice est




1 1 −1
−1 0 1

1 1 0




Effectuons les opérations suivantes sur les lignes L2 ←− L2 + L1 et L3 ←− L3 − L1. On

trouve la matrice




1 1 −1
0 1 0
0 0 1




C’est une matrice triangulaire, aucun des termes diagonaux n’est nul ; cette

matrice est inversible, donc




1 1 −1
−1 0 1

1 1 0


 également.

Dans ces conditions la matrice P =




1 1 −1
−1 0 1

1 1 0


 est la matrice de passage de la

base canonique de R3 à la nouvelle base (U, V,W ) de R3.

QUESTION−4

On sait que ϕ(U) = 2U, ϕ(V ) = V et ϕ(W ) = V + W. Par définition de la matrice
d’un endomorphisme dans une base donnée, la matrice de ϕ dans la base

(U, V, W ) est B =




2 0 0
0 1 1
0 0 1


 .

D’après le cours, on sait que A et B sont liées par la relation

B = P−1AP.

PARTIE B

QUESTION−1

Par définition, M est l’ensemble des combinaisons linéaires de I, H, N.

M = vect(I,H, N), donc M est un sous-espace vectoriel de M3(R).

La famille (I, H, N) est une famille génératrice de M.

Soit (a, b, c) ∈ R3 / aI + bH + cN = (0). Cette égalité est




a + b 0 0
0 a c
0 0 a


 = (0).

Il vient immédiatement a = b = c = 0.

La famille (I, H,N) est libre, génératrice de
M ; c’est une base de M : dimM = 3.
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