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La présentation, la lisibilité, orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans I'appréciation des copies.

Les candidats sont invités & encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Iis ne doivent faire usage d’aucun document ; V'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel
slectronigue est interdite. Seule I'utilisation d'une régle graduée est gutorisée.

EXERCICE 1 (Etude d'une suite de nombres réels)
On étudie dans cet exercice la suite (S,) définie pour n> 1 par :
S, =1+l+l~1-...+i2 cestadire S,= LQ
4 9 n ok

A cet effet, on introduit pour tout nombre entier £ > 0 les deux intégrales suivantes :
bis

Io=flcos®@dr 1 = [2¢ cos™ ().

1°) Convergence de la suite (Ji/1;)
a) Etablir I'inégalité suivante pour tout nombre réel ttel que 0 < ¢ <n/2:

T .
t<—smiz).
21()

b) Etablir l'inégalité suivante pour tout nombre entier £> 0 :
2
(.lrk - I.k'Fl) .

L

4

¢) Exprimer I,., en fonction de J; en intégrant par parties l'intégrale [p., (on pourra poser
u'(f)y=cos(H) et v(1) = cos?*(7} dans l'intégration par parties).

d) Déduire des résultats précédents que Ji/I tend vers 0 quand k tend vers +co.

0<J, <
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2°) Convergence et limite de la suite (S,)
a) Exprimer I en fonction de Ji et Ji_; en intégrant deux fois par parties l'intégrale 7, (k> 1).
b} En deduire la relation suivante pour k> 1 :

LIS/

L, I, 2K
¢) Calculer Jj et 1, puis déterminer la limite S de la suite (S,,).
d) Etablir I'inégalité suivante pour tout nombre entier £> 2 :

1 1 < 1 1 i

———— g,
kok+1 KT k-1 &k
En déduire un encadrement de Spp—Sapour n> 1 etp > 1, puis de S-S, et montrer que :
OéSﬂ—S+lS—%-.
n n

. . . | X
Autrement dit, S, +l constitue une valewr approchée de S & — pres.
n n

¢) Ecrire un programme en PASCAL calculant et affichant une valeur approchée du nombre S
4 107 pres.

EXERCICE 2 (digébre linéaire et étude d'une marche aléatoire)
Cet exercice a pour but {'étude d'une marche aléatoire sur les sommets d'un triangle, ce qui fait
l'objet de la partie II. Dans la partie I, on aborde des questions préliminaires d'algébre linéaire.

Partie I
On associe a tout triplet (x, y, z) de nombres réels la matrice M(x, y, z) définie par :
x y z
Mxgy,0=/z x y|
y z ox

La matrice M(1, 0, 0) n'est autre que la matrice identité % et la matrice A4(0, 1, 0) est notée J.

1°) L'espace vectoriel £ des matrices M{(x, v. z)

a) Calculer les matrices J? et.J>.

b) Etablir que l'ensemble E des matrices de la forme M(x, y, z) o (x, y, z) décrit IR? constitue
un sous-espace vectoriel de lespace M;(IR) des matrices carrées d'ordre 3.

¢) Etablir que (5, J, J%) forme une base de £,

2°) Matrices inversibles de l'espace vectoriel E

a) Calculer le produit M(x, y, z)x M{(x’, y', z') et montrer que celui-ci est élément de E.
Les matrices M(x, y, z) et M(x', v', z') commutent-elles?

b} En déduire I'égalité suivante :

M(x,y,2)x M(x* - yz,2° — xy,y° —zx}=%(x+y+z)[(x~y)2 +(—2P +(z— )1,

¢) Etablir qu'une condition suffisante pour que M(x, y, z) soit inversible est que x, y, z soient
tels que xtytz # O et pas tous égaux. Quelle est alors la matrice inverse de M(x, y, z)?
d) Etablir enfin que cette condition suffisante d'inversibilité est également nécessaire.
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3°) Eléments propres des matrices M{x, v, z)
a} Etablir qu'un nombre réel 4 est valeur propre de M(x, y, z) si et seulement si M(x-A, y, 7)

n'est pas inversible.
b) Montrer que x+y+z est valeur propre de M(x, y, z) et préciser le sous-espace propre associs.
¢) On suppose ici que y # z. Montrer que M(x, y, z) n'a pas d'autre valeur propre.
La matrice M{x, y, z) est-elle diagonalisable?
d) On suppose ici que y = z. Montrer sans calcul que M(x, y, ) est diagonalisable, et préciser
quelles sont ses valeurs propres.

4°) Diagonalisation des matrices M(x, v. v)

a) Calculer les produits matriciels suivants :

H +1 +1
M(x’y’y) 1 > M(I-)’s)’) -1 5 M(Isyvy) 0
1 0 -1

b) Déterminer deux matrices P et P! inverses ['une de l'autre telles que :
x+2y 0 0
PiM(x,y,)P=] 0 x-y 0
0 0 x-y
¢) En déduire la relation suivante pour tout nombre entier naturel # :

[M(x, y, M]" = %(x 2 M1, 1, 1)+ %(x -y M2, -1, -1).

Partie IT

On désigne dans toute cette partie par p un nombre réel tel que 0 < p < 1/2 et on considére

la marche aléatoire d'un point S sur les sommets d'un triangle ABC.

A I'instant initial £ = 0, le point S est en A4, et il se déplace ensuite selon les regles suivantes :

+ SiSestalinstant 7 au sommet 4 du triangle : :
il est & l'mstant #n+1 au sommet B avec la probabilit€ p, au sommet C avec la probabilité p. ou
encore au sommet 4 avec la probabilité 1-2p.

+ SiSestalinstant » au sommet B du triangle :
il esta l'instant n+1 au sommet C avec la probabilité p, au sommet 4 avec la probabilité p, ou
encore au sommet B avec la probabilité 1-2p.

+ SiSestal'instant 7 au sommet C du triangle :
ilestal'instant 1+1 au sommet 4 avec la probabilité p, au sommet B avec la probabilité p, ou
encore au sommet C avec la probabilité 1-2p.

Pour tout nombre entier naturel », on désigne enfin par :

« A, I'événement "le point S est au sommet 4 4 l'instant »" et par a, sa probabilité. -
* B, l'¢vénement "le point § est au sommet B a l'instant #" et par b, sa probabilité.

+ G, l'événement "le point § est au sommet C & 'instant »" et par ¢, sa probabilité.

1°) Calcul des probabilités a,, b,. c,
a) Exprimer a l'aide de la formule des probabilités totales les probabilités a1, b,i1, €y €N
fonction des probabilités a,, b, c,,.
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b) En déduire une matrice M telle qu'on ait pour tout nombre entier naturel 7 :

Pyl Gy
bn+1 =M bn .
Cn+i cn

¢} En déduire en fonction de p les probabilités a,, b, ¢, et leurs limites quand » tend vers +oo.

27y Nombres moyens des passages en 4, B, C enire les instants 1 et »

a) On désigne dans cette question par X, Ia variable aléatoire prenant la valeur 1 lorsque $ est
au sommet A  l'instant », et prenant la valeur 0 sinon.
Interpréter la variable aléatoire X1+Xp+ ... +X, et son espérance m,, = E(X1+X+ ... +X,),
puis établir que :

1-(-3p)°

3p J

m, :%[n+2(1—3p)

Donner un équivalent de m, lorsque » tend vers oo,
b) Déterminer les espérances des nombres de passage du point S au sommet B et au sommet C
entre les instants 1 et » (compris).

3°) Instant moyen du premier passage du point S aux sommets B ou C

a) Déterminer la probabilité conditionnelle de I'événement B, sachant que l'événement B,
(événement contraire de B,) est réalisé.

b) On note T3 la variable aléatoire indiquant l'instant ou, pour la premiére fois, le point S est
au sommet B. Déterminer la loi de T, puis 'espérance E(7p) de Tp.

¢} Que dire de T, variable aléatoire indiquant I'instant ou, pour la premiére fois, le point § est
au sommet C ?
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D’apres ESSEC MATH 111

CORRIGE

ESSEC I1II : formule de Stirling

EXERCICE

QUESTION-1
a) Cette inégalité est due a la concavité de la fonction sin sur 'intervalle I = [0; Z].

Rappelons qu'une fonction f deux fois dérivable sur un intervalle et dont la dérivée
seconde est négative est concave : géométriquement cela veut dire que pour tous
points A et B de la courbe représentative de f, la portion de courbe comprise entre
A et B est au dessus du segment [A; B].

Appliquons ce résultat a la fonction sin sur U'intervalle I.

sin” = —sin < 0 sur [ ; donc sin est effectivement concave sur 1.

Considérons les points A et B de coordonnées respectives (0,0) et (%,1). On vérifie
facilement qu’ils sont sur la courbe représentative de sin et que la droite (4, B) a pour
équation y = %x Pour cela, on peut vérifier que (0,0) et (%, 1) satisfont a I’équation
de la droite.

La concavité donne alors :

vt €I, sint > %t ; inégalité équivalente a : | Vte I, t < gsint car % > 0.

e Il existe une autre méthode plus traditionnelle qui consiste a étudier la fonction
différence, d, définie sur I par d(t) = —t + I sint.

2
d'(t) :—1+%cost
d"(¢) :—%sintgo sur I.

On obtient les tableaux de variations suivants :
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vl

d"(t) = =

On constate que d(t) > 0 sur I, ce qui est I'inégalité demandée.

b)

% s
I — I :/ cos® (t)dt —/ cos® 2 (t)dt
0 0

bl
:/ (cos?F(t) — cos?FH2) (1)) dt
0

d’apres la relation fondamentale de la trigonométrie.

Or sur I, %sin(t) > t. Cela équivaut a sin(t) > %t > 0.

S’agissant d’inégalités entre nombres positifs, on peut élever au carré.

On obtient sin?(t) > %tz. Multiplions cette inégalité par cos?*(t) > 0, on obtient
™

sin?(t) cos?* (t) > %tQ cos? (t).
m

Intégrons cette inégalité entre 0 et % ; comme les bornes sont dans ’ordre

croissant on obtient

s

3 3 <L
/ sin?(t) cos?* (t)dt > %/ t? cos® (t)dt, cC’est-a-dire
0 ™ Jo

Iy — I > %le

Comme 4 > 0, on peut diviser cette inégalité par - . on obtient
B) 5 p g p R
s T

2

0<Jp < %(Ik_IkJrl)

¢)

Iy :/ cos® 2 (t)dt.
0

[SE]

= —(2k + 1) sin(t) cos?*(t)
= sin(t)

)

Posons donc “() = cos®F1(t) 5w
t

t
v'(t) =cos(t) 5 w(t)
Les fonctions u et v sont de classe C'sur I, donc
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AN E
[

Tepr = [sin(t) cos? 11(1)] * +(2k +1) / cos?* (£) sin®(t)dt

0

=0
s

= (2k+ 1)/2 cos? (t)(1 — cos®(t))dt
0

s

=(2k+1) / ’ (cos?*(t) — cos?**2(t))dt
0

3 3
= (2k + 1)(/ cos?k (t) — / cost+2(t)dt)
0 0
= 2k + 1) (I — Ips1).
Donc I 1 (1 + 2k + 1) = (2k + 1)I, ce qui donne

2k +1
VkeN, I = 2k‘+2[k' (1)
d)
2
Partons de '’encadrement 0 < J, < % (Ik - Ik+1).
D’apres la question précédente, I, — I}, = Mlk . — RSN done
9 +1 ok T 1 +1 +1 o2k I 1’
w2 Ty
O<Je<Topr1 (2)

Divisons par I, > 0. En effet, c’est un théoreme peu utilisé, mais pas inutile pour
autant, qui donne la justification :

La fonction cos?* est continue sur I, positive et non identiquement nulle (car
en fait elle ne s’annule qu’au point % si k> 0 sinon ne s’anulle pas).

s

. eps . 4 s 2 .
On sait que dans ces conditions l’intégrale / cos?* tdt est strictement
0

positive.
L’encadrement (2) équivaut a :

Jk 71'2 Ik—i—l
. A .
0< T =ik L (3)

, NIV IR I Ino1 2k+1
Or , d’apres 1'égalité (1), I = or g’ donc

2 Ipt1 2 2k+1 2 )

A2k+1) I 4@k+1)2k+2 42k +2)
L’encadrement (3) équivaut alors a :

Par encadrement, lim EI—
k——+oo Ik

QUESTION-2

a)
z
Ik:/ cos“*(t)dt.
0

Faisons une intégration par parties : pour k > 1.
up(t) = cos?k(t) 5 w)(t) = —2ksin(t) cos?* (1)

vi(t) =1 ;ou(t) =t
Les fonctions u; et v; sont de classse C' sur I.
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I, = [tcos 074—2/4:/ tsin(t) cos®* 1 (t)dt . (4)
N
—0 P
Intégrons K, par parties pour faire apparaitre ? cos?*~2(t).
us(t) = sin(t) cos®*~1(t) 5 wh(t) = cos®*(t) — (2k — 1) sin®(t) cos?*2(t)
vy(t) =t ; vz(t)=§-

Les fonctions u, et v, sont de classe C! sur I.
Remarquons que

up(t) = () (2k — 1) sin®() cos™ 2 (#)
= o) (2~ 1)(1 st ) cos™ 1)
= cos?F(t) — (2k 1<)(C082k 2(t) — cos?#(t))

(14 2k — 1) cos®*(t) — (2k — 1) cos2¥2(t)
= 2k cos?F(t) — (2k — 1) cos?F~2(¢).
% t2

K, = {t; sin(t) cos?*~ 1(t)}0% —/0 5 <2k cos® (t) — (2k — 1) cost_Q(t))dt

=0

us

3 3 42
= —/ 2k cos?k (t)dt —|—/ %(2]6 — 1) cos®*2(t)dt
0 0

Ky, =—kJ, + 2k 1Jk,1.

En reportant dans I'égalité (4), on obtient I, = 2k(—kJ; + 2k2_ L 71, soit
Iy = —2k2Jp 4+ k(2k — 1) J,_1). (5)
b)
Utilisons la relation (1) entre I, et Iy trouvée a la question précédente et
remplacons k par k —1 : [, = 2’“;11;C 1, pour k > 1. Cette relation équivaut a
2k%I, = k(2k — 1)Ix_1, ou encore k(2k — 1) = 2k? I;{k .
—1
Reportons dans l’égalité (5) trouvée juste avant :
I = —QkQJk + 2/€2 Jk 1
_ 2k
=1 ( kakq + Ik;qu)
IIyw = ka(*kak—l + I Ji-1)
(en divisant par 2k*I;Ix 1 #0)
1 =l A i
2k Il
P I G I
Iidy 1 Iplp
1 Ji Jr—1

c)
5 315
Jo :/ t%ﬁ:[%r
0 0
_1(x\’_ 3,
Jo —§(§> — 24

%
Iy :/ dt =T.
o 2
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