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d’ après ESSEC III 2001 1

ANNALES DE MATHEMATIQUES 2001

D'apr�es ESSEC MATH III

CORRIGE

ESSEC III : formule de Stirling

EXERCICE

QUESTION−1

a) Cette inégalité est due à la concavité de la fonction sin sur l’intervalle I = [0; π
2 ].

Rappelons qu’une fonction f deux fois dérivable sur un intervalle et dont la dérivée
seconde est négative est concave : géométriquement cela veut dire que pour tous
points A et B de la courbe représentative de f , la portion de courbe comprise entre
A et B est au dessus du segment [A;B].

Appliquons ce résultat à la fonction sin sur l’intervalle I.

sin′′ = − sin ≤ 0 sur I ; donc sin est effectivement concave sur I.

Considérons les points A et B de coordonnées respectives (0, 0) et (π
2 , 1). On vérifie

facilement qu’ils sont sur la courbe représentative de sin et que la droite (A,B) a pour
équation y = 2

πx. Pour cela, on peut vérifier que (0, 0) et (π
2 , 1) satisfont à l’équation

de la droite.

La concavité donne alors :

∀t ∈ I, sin t ≥ 2
π t ; inégalité équivalente à : ∀t ∈ I, t ≤ π

2 sin t car π
2 > 0.

• Il existe une autre méthode plus traditionnelle qui consiste à étudier la fonction
différence, d, définie sur I par d(t) = −t + π

2 sin t.

d′(t) = −1 + π
2 cos t

d′′(t) = −π
2 sin t ≤ 0 sur I.

On obtient les tableaux de variations suivants :
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2 d’après ESSEC III 2001

t 0 α π
2

d′′(t) − −

d′(t)
π
2 − 1 ↘ 0 ↘ −1

d′(t) + −

d 0 ↗ ↘ 0

On constate que d(t) ≥ 0 sur I, ce qui est l’inégalité demandée.

b)

Ik − Ik+1 =
∫ π

2

0

cos2k(t)dt−
∫ π

2

0

cos2k+2(t)dt

=
∫ π

2

0

(cos2k(t)− cos2(k+2)(t))dt

=
∫ π

2

0

cos2k(t)(1− cos2(t))dt

=
∫ π

2

0

cos2k(t) sin2(t)dt,

d’après la relation fondamentale de la trigonométrie.

Or sur I, π
2 sin(t) ≥ t. Cela équivaut à sin(t) ≥ 2

π t ≥ 0.

S’agissant d’inégalités entre nombres positifs, on peut élever au carré.
On obtient sin2(t) ≥ 4

π2 t2. Multiplions cette inégalité par cos2k(t) ≥ 0, on obtient

sin2(t) cos2k(t) ≥ 4
π2 t2 cos2k(t).

Intégrons cette inégalité entre 0 et π
2 ; comme les bornes sont dans l’ordre

croissant on obtient
∫ π

2

0

sin2(t) cos2k(t)dt ≥ 4
π2

∫ π
2

0

t2 cos2k(t)dt, c’est-à-dire

Ik − Ik+1 ≥ 4
π2 Jk.

Comme 4
π2 > 0, on peut diviser cette inégalité par 4

π2 , on obtient

0 ≤ Jk ≤ π2

4

(
Ik − Ik+1

)
.

c)

Ik+1 =
∫ π

2

0

cos2k+2(t)dt.

Posons donc u(t) = cos2k+1(t) ; u′(t) = −(2k + 1) sin(t) cos2k(t)
v′(t) = cos(t) ; v(t) = sin(t)

Les fonctions u et v sont de classe C1sur I, donc
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d’ après ESSEC III 2001 3

Ik+1 =
[
sin(t) cos2k+1(t)

]π
2

0︸ ︷︷ ︸
=0

+(2k + 1)
∫ π

2

0

cos2k(t) sin2(t)dt

= (2k + 1)
∫ π

2

0

cos2k(t)(1− cos2(t))dt

= (2k + 1)
∫ π

2

0

(cos2k(t)− cos2k+2(t))dt

= (2k + 1)
(∫ π

2

0

cos2k(t)−
∫ π

2

0

cos2k+2(t)dt
)

= (2k + 1)(Ik − Ik+1).

Donc Ik+1(1 + 2k + 1) = (2k + 1)Ik, ce qui donne

∀k ∈ N, Ik+1 = 2k + 1
2k + 2Ik. (1)

d)

Partons de l’encadrement 0 ≤ Jk ≤ π2

4

(
Ik − Ik+1

)
.

D’après la question précédente, Ik − Ik+1 = 2k + 2
2k + 1Ik+1 − Ik+1 =

Ik+1

2k + 1 , donc

0 ≤ Jk ≤ π2

4
Ik+1

2k + 1 . (2)

Divisons par Ik > 0. En effet, c’est un théorème peu utilisé, mais pas inutile pour
autant, qui donne la justification :

La fonction cos2k est continue sur I, positive et non identiquement nulle (car
en fait elle ne s’annule qu’au point π

2 si k > 0 sinon ne s’anulle pas).

On sait que dans ces conditions l’intégrale
∫ π

2

0

cos2k tdt est strictement

positive.

L’encadrement (2) équivaut à :

0 ≤ Jk

Ik
≤ π2

4(2k + 1)
Ik+1

Ik

. (3)

Or , d’après l’égalité (1),
Ik+1

Ik
= 2k + 1

2k + 2
, donc

π2

4(2k + 1)
Ik+1

Ik
= π2

4(2k + 1)
2k + 1
2k + 2 = π2

4(2k + 2)
.

L’encadrement (3) équivaut alors à :

0 ≤ Jk

Ik
≤ π2

4(2k + 2)
.

Par encadrement, lim
k→+∞

Jk

Ik
= 0.

QUESTION−2

a)

Ik =
∫ π

2

0

cos2k(t)dt.

Faisons une intégration par parties : pour k ≥ 1.

u1(t) = cos2k(t) ; u′1(t) = −2k sin(t) cos2k−1(t)
v′1(t) = 1 ; v1(t) = t

Les fonctions u1 et v1 sont de classse C1 sur I.
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4 d’après ESSEC III 2001

Ik =
[
t cos2k t

]π
2

0︸ ︷︷ ︸
=0

+2k

∫ π
2

0

t sin(t) cos2k−1(t)dt

︸ ︷︷ ︸
Kk

. (4)

Intégrons Kk par parties pour faire apparâıtre t2 cos2k−2(t).
u2(t) = sin(t) cos2k−1(t) ; u′2(t) = cos2k(t)− (2k − 1) sin2(t) cos2k−2(t)

v′2(t) = t ; v2(t) = t2

2
.

Les fonctions u2 et v2 sont de classe C1 sur I.

Remarquons que
u′2(t) = cos2k(t)− (2k − 1) sin2(t) cos2k−2(t)

= cos2k(t)− (2k − 1)(1− cos2(t)) cos2k−2(t)
= cos2k(t)− (2k − 1)(cos2k−2(t)− cos2k(t))
= (1 + 2k − 1) cos2k(t)− (2k − 1) cos2k−2(t)
= 2k cos2k(t)− (2k − 1) cos2k−2(t).

Kk =
[
t2

2 sin(t) cos2k−1(t)
]π

2

0︸ ︷︷ ︸
=0

−
∫ π

2

0

t2

2

(
2k cos2k(t)− (2k − 1) cos2k−2(t)

)
dt

= −
∫ π

2

0

t2k cos2k(t)dt +
∫ π

2

0

t2

2 (2k − 1) cos2k−2(t)dt

Kk = −kJk + 2k − 1
2 Jk−1.

En reportant dans l’égalité (4), on obtient Ik = 2k(−kJk + 2k − 1
2 Jk−1), soit

Ik = −2k2Jk + k(2k − 1)Jk−1). (5)

b)

Utilisons la relation (1) entre Ik+1 et Ik trouvée à la question précédente et

remplaçons k par k − 1 : Ik = 2k − 1
2k

Ik−1, pour k ≥ 1. Cette relation équivaut à

2k2Ik = k(2k − 1)Ik−1, ou encore k(2k − 1) = 2k2 Ik

Ik−1

.

Reportons dans l’égalité (5) trouvée juste avant :

Ik = −2k2Jk + 2k2 Ik

Ik−1
Jk−1

= 2k2

Ik−1

(
− JkIk−1 + IkJk−1

)

IkIk−1 = 2k2(−JkIk−1 + IkJk−1)
(en divisant par 2k2IkIk−1 6= 0)

1
2k2 =

−JkIk−1 + IkJk−1

IkIk−1

= −JkIk−1

IkIk−1
+

IkJk−1

IkIk−1

1
2k2 = −Jk

Ik
+

Jk−1

Ik−1

.

c)

J0 =
∫ π

2

0

t2dt =
[
t3

3

]π
2

0

J0 = 1
3

(
π
2

)3

= π3

24
.

I0 =
∫ π

2

0

dt = π
2
.
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