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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2001

HEC III

CORRIGE

EXERCICE I

QUESTION−1

a) M2 =



−3 2 2
−2 1 2
−2 2 1


 .

λ est valeur propre de M2 si et seulement si M2 − λI n’est pas inversible (I est la
matrice unité de M3(R)), c’est-à-dire si le système (S2) n’est pas de Cramer.

(S2)





(−3− λ)x + 2y + 2z = 0
−2x + (1− λ)y + 2z = 0
−2x + 2y + (1− λ)z = 0

On effectue L1 ←→ L2. (S2) équivaut à :


−2x + (1− λ)y + 2z = 0
(−3− λ)x + 2y + 2z = 0
−2x + 2y + (1− λ)z = 0

L2 ←− 2L2 + (−3− λ)L1 et L3 ←− L3 − L1.


−2x + (1− λ)y + 2z = 0
(λ + 1)2y − 2(λ + 1)z = 0

(λ + 1)y − (λ + 1)z = 0

On échange alors l’ordre des inconnues y et z et L3 ←− −2L3 + L2



−2x + 2z + (1− λ)y = 0
−2(1 + λ)z + (1 + λ)2y = 0

(λ + 1)(λ− 1)y = 0.

Le dernier système est triangulaire, il n’est pas de Cramer si et seulement si l’un des
coefficients diagonaux est nul, c’est-à-dire

λ = −1 ou λ = 1.

Donc spect(M2) = {−1, 1}.

• Pour λ = −1.

(S2) équivaut à −2x + 2z + 2y = 0, soit −x + z + y = 0.

Le sous-espace propre E(2,−1) de h2 associé à la valeur propre −1 est :

E(2,−1) =
{
(x, y, z) ∈ R3 / − x + y + z = 0

}
=

{
(x, y, z) ∈ R3 / x = y + z

}
=

{
(y + z, y, z) ∈ R3 / (y, z) ∈ R2

}
=

{
y(1, 1, 0) + z(1, 0, 1) / (y, z) ∈ R2

}
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E(2,−1) = vect
(
(1, 1, 0), (1, 0, 1)

)
.

La famille
(
(1, 1, 0), (1, 0, 1)

)
est donc génératrice de E(2,−1) ; de plus ces deux triplets

ne sont pas proportionnels, donc ils forment une famille libre.

La famille
(
(1, 1, 0), (1, 0, 1)

)
est une base de E(2,−1) ; dim E(2,−1) = 2.

• Pour λ = 1.

(S2) équivaut à
{−2x + 2z = 0
−4z + 4y = 0

Soit finalement x = y = z.

Le sous-espace propre E(2, 1) de h2 associé à la valeur propre 1 est :

E(2, 1) =
{
(x, y, z) ∈ R3 / x = y = z

}
=

{
(x, x, x) / x ∈ R

}
=

{
x(1, 1, 1) / x ∈ R

}

E(2, 1) = vect
(
(1, 1, 1)

)
; dim E(2, 1) = 1.

b)

dim E(2,−1) + dim E(2, 1) = 3 = dimR3, H2 est diagonalisable.

Pour avoir une base de R3 formée de vecteurs propres de h2, il suffit de réunir une
base de E(2,−1) et une base de E(2, 1). On peut prendre

par exemple
(
(1, 1, 0), (1, 0, 1), (1, 1, 1)

)
.

QUESTION−2

On raisonne comme à la question 1) : le système conduisant aux valeurs propres de
H0 est :

(S0)





(1− λ)x + 2z = 0
(1− λ)y = 0

−2x + (3− λ)z = 0

On effectue L1 ←→ L3 ; il équivaut à :


−2x + (3− λ)z = 0

(1− λ)y = 0
(1− λ)x + 2z = 0

On effectue L3 ←− (1 + λ)L1 − 2L3 ; il équivaut à :


−2x + (3− λ)z = 0

(1− λ)y = 0
−(λ− 1)2z = 0

spect(H0) = {1}.

• Pour λ = 1.

(S0) équivaut à x = z, y ∈ R.

Le sous-espace propre de h0 associé à λ = 1 est :
E(0, 1) =

{
(x, y, z) ∈ R3 / x = z

}
=

{
(x, y, x) / (x, y) ∈ R2

}
=

{
x(1, 0, 1) + y(0, 1, 0) / (x, y) ∈ R2

}
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E(0, 1) = vect
(
(1, 0, 1), (0, 1, 0)

)
.

La famille
(
(1, 0, 1), (0, 1, 0)

)
est génératrice de E(0, 1), elle est libre car les deux triplets

ne sont pas proportionnels, donc
(
(1, 0, 1), (0, 1, 0)

)
est une base de E(0, 1) : dim E(0, 1) = 2.

On n’a pas dim E(0, 1) = dimR3 : h0 n’est pas diagonalisable.

QUESTION−3

a)

D’après les résultats obtenus aux questions 1) et 2), seule 1 est valeur propre
commune à h2 et h0. S’il existe une valeur propre commune à tous les hm, ce ne
peut être que 1.

Vérifions-le :

Hm − I =




(−2−m) m 2
−m 0 m
−2 m 2−m




On s’aperçoit que la somme des colonnes est nulle ; ce qui veut dire


(−2−m) m 2
−m 0 m
−2 m 2−m


×




1
1
1


 =




0
0
0


 .

Le vecteur (1, 1, 1) est vecteur propre de hm pour tout m ∈ R, associé à la valeur
propre 1. Donc 1 est la valeur propre commune à tous les hm.

b)

Résolvons l’équation hm(x, y, z) = (x, y, z). Elle équivaut au système

(Sm)





(−2−m)x + my + 2z = 0
−mx + mz = 0
−2x + my + (2−m)z = 0

Si m = 0.

On a étudié ce cas à la question 2) : E(0, 1) = vect
(
(1, 0, 1), (0, 1, 0)

)
.

Si m 6= 0.

(Sm) ⇐⇒




x = z d’après L2

m(−x + y) = 0 d’après L1 et z = x
m(y − z) = 0 d’après L3 et z = x

⇐⇒ x = y = z car m 6= 0 .

E(m, 1) = vect
(
(1, 1, 1)

)
pour tout m 6= 0.

Dans tous les cas où m 6= 0, le vecteur (1, 1, 1) ∈ E(m, 1).

Remarquons alors que (1, 0, 1) ∈ E(0, 1), (0, 1, 0) ∈ E(0, 1). Or E(0, 1) est stable pour
l’addition (c’est un sous-espace vectoriel).

Donc (1, 0, 1) + (0, 1, 0) = (1, 1, 1) ∈ E(0, 1).

∀m ∈ R, v1 = (1, 1, 1) ∈ E(m, 1).
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