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Lu présentation, la lsibilité. l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisennements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Les candidats sonl invités & encadver dans la mesure du possible les résultals de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d'aucun document ; l'utilisation de toute calculatrice et de tout matérie!
électronigue est interdite.

Seule utilisation d'une régle gradude est aulorisée.

Dans tout e probléme, n désigne un entier supérieur ou égal & 2.

On dispose de n jetons numérotés de 1 An. On tire, au hasard et sans remise, les jetons un aun. La suite {a1,as,... ,an)
des numéros tirés est aussi appelée permutation de Vensemble {1,2,... ,n}.

Ftant donné deux entiers k et p vérifiant 1 < k € p € n, 12 suite (ax,.-- L) — se réduisant 3 (ar) dans le cas ol k est
égal & p — est appelée sous-suite de {e1,82,. .. ,2,) et son nombre d’éléments est appelé longueur de cette sous-suite.

On admettra que cette expérience aléatoire peut éire modélisée par la donnée de l'univers 2, ensemble des permutations
de {1,2,... ,n}, muni de la tribu de ses parties P({2) et de la probabilité uniforme P, ce qui signifie que, pour toute

permutation w de {1,2,... ,n},ona: P({w}) = 5-
n

Si X est une variable aléatoire définie sur {§2, P(Q),P), on note E{X) son espérance et V(X sa variance.
Si X ¢t ¥ sont deux variables aléatoires définies sur (€2, P{(2}, P), on note Cov(X,Y) leur covariance.

Préliminaire
Soit X une variable aléatcire prenant ses veleurs dans {1,2,... ,m} ol m est un entier supérienr ou égal & 2.

Montrer 'égalité = B(X) =Y P{[X > &]).
k=1

Partie 1 : Premiére sous-suite croissante

Etant donné une permutation (a1,as,... ,a.) de {1,2,... ,n}, la premisre sous-suite croissante est définie de la fagon
snivante : dans le cas a; < a@s < «++ < @y, la premidre sous-snite croissante est {ay.a2,... ,a.}; dans le cas contraire.
k étant lo plus petit entier de {1,... ,n — 1} vénfiant ar > ept1, la premidre sous-suite croissante est (a1,... .8k }-

Soit L la variable aléatoire définle sur {©,P(2),P) qui, & toute permuiation w, associe la longueur de sa premiére

sous-suite croissante.
Par exemple, sin= 9 et w=(2,3.5.4,.9,6,7,8,1), comme 2 < 3 <3 et 5> 4,ona: Lw) =3

1} a) Quelles sont la plus petite et la plus grande des valeurs prises par L7 Que vaut P{{L =n]}7
b) Montrer que, ponr tout eatier & de {1,2,... ,n}, ona: P([L 2 }]) = % En déduire 1a loi de I..

2} Domner la valeur de E{L) sous forme d"unc somme ot déterminer la mite de E(L) quand » tend vers l'infini.
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Partie 2 : Deuxiéme sous-suite croissante

Efant donné une permutation {ay,az,... ;) de {1,2,... ,n} et sa premitre sous-suite croissante (@150 yax): si celle
ci se bermine par @, {i.e. si k = n}, on dit que la deuxitme sous-suite croissante n’existe pas; dans le cas contraire, la
premiére sous-suite croissante de (@r41,-.. @) est appelée deuxidme sous-suite croissants de (a1,az,... ,aa).

Soit L' la variable aléatoire définie sur (22, P{(t}, P} qui, & boute permutation w, associe § 57l n’exiske pas de deuxiéme
sous-suite croissante, et la longueur de la denxiéme sous-suite croissante, dans le eas contraire.
Par exemple, sin =9 et w = (2,3,5,4,9,6,7,8,1), la deuxi®me sous-suite croissante est (#,9 et Pon a: L'{w) =2,

1) Quelles sont Ia plus petite et la plus grande des valeurs prises par L'? Que vant P([L’ =0} 7
2) On suppose, dans cetie question seulement, que » est égal & 3.

a} Montrer que la loi du couple {L, L'} est donnée par le tableau suivant :

L
L 12| 3
o [0 o0/
T [1/6]1/3| 0
2 |1/3] 0] 0

b) Donner la loi de L’ et caleuler son espérance.

¢) Calculer la covariance de L et de L'. Pouvait-on prévoir le signe de cette covariance ?
3) On suppose & nouveau que n est un entier quefconque supéricur on égal 2.

a) Dénombrer les parties de I'ensemble {1,2,... ,n} distinctes de @,{1},{1,2},...,{1,2,... ,n = 1}.
b} En déduive P{[L + L' = =n]). .
akr—k

<) Montrer de méme que, pour tout entier k de {1,2,... ,n},ona: P(IL+ L' > k]) = T
d) Donner la valeur de E(L + L) sous forme d’une somimne.
}

e} En déduire E{L) et sa limite quand » tend vers Finfini.

Partie 3 : Nombre de sous-suites croissantes

Efant donné une permutation {a;,as,...,a,) de {1,2,... ,n}, st sa deuxiéme sous-suite croissante existe ef ne se
4ermine pas par as, on définit la troisiéme sous-suite croissante & I'instar de la deuxiéme, etc., jusqu’a ce que 'on ait
défini une sous-suite croissante se terminant par a..

Scit T la variable aléatoire définie sur ({2, P(02), P} qui, 3 toute permutation w, associe le nombre de ses sous-suites
croissantes.

Par exemple, 5i n =9 et w = (2,3,5,4,9,6,7,8,1), comme les sous-suites croissantes sont (2.3,5),(4,9),(6,7,8) et (1),
ona: T{w) =4
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1}  a) Donner la loi de T dans le cas ot n vaut 2. Calculer son espérance et sa variance.

b) Donner la loi de T dans le cas olt » vaut 3. Calculer son espérance ot sa variance.
2} On suppose désormais 'entier n supérieur ou égal A 4.
a) Calculer P([T = 1]) et P{[T = n}).
b) Coaparer les événements [L + I/ = n] et [T < 2]. En déduire la valeur de P{[T = 2]).
) Donner Ia loi de T' dans le cas oft n vaut 4. Calculer son espérance ef sa variance.
3) Pour tout entier i de {1,2,... ,n — 1}, soit A; I’événement égal i 'ensemble des permutations (az,a2,... ,a,}
vérifiant a; > a;41, et soit X; la variable aléatoire qui, & toute permutabion w, associe 1 si w € A; et 0 sinon.
1
2) Montrer que X; suit la loi de Bernoulli de paramétre 5 Donner son espérance et sa variance.

1
b} Donzer une expression de T' en fonction de X;. En déduire Pégalité : E(T) = %

) 2
c) Montrer que P'on a: Vie {1,... ,n -2}, P(4,N4;) = Y En déduire la valeur de Cov{X;, X;1,)-

d) Montrer que, pour tout couple (¢, 7} d’entiers vérifiant 1 €7 <{+2< 7 < n— 1, les événements A; et Ay
sont indépendants.
En déduire Pégalité : Cov{X;, X;} = 0.
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n+1

e} Htablir cnfin I'égalité : V(T) =

12
4) Oun suppose maintenant qae » est égal 4 5. On considére 1000 variables aléatoires Ty,... ,T1ggp, mutudlement
1080
. . P s 1
indépendantes, de méme lai que la variable T et on note § la variable aléatoire égale & 1000 Z T:.

i=]
On note ¢ la fonction de répartition de Ia loi normale centrée réduite et on domme 1a valeur approchée suivante :

$(/5) ~ 0,987,
Caleuter une valeur approchée de la probabilité P([2,95 < § < 3, 15)).

Partie 4 : Simulation informatique

Dauns le langage informatique PASCAL, la fonction random renvoie, pour un argument m de type integer vérifiant
m 2z 1, un nombre entier aléatoire compris entze 0 et 71 — 1 (cetie foaction est initialisée an début du corps principal
du programme par la procédure randomize).

On rappelle que. dans 'exécution d’une bouele for i :=n downio 2. i prend successivement les valenrs n.n—1,.,. ,2.

Dans un programme écrit en PASCAL, figurent la déclaration type tableau = array [1..5] of integer; et In
procédure :

procedure aleatoire(var A :tableau);
var aux,i,alea : integer;
begin
fori:=1to 5 do Afi] :=i;
for i :=5 downto 2 do begin
alea := random{i)+1 ;
/ aux :=A[alea] ;
i Alaleal :=A[i] ;
~ALL] i=aux;
end
end ;

1)  a) On suppose que les valeurs snccessives de alea sont 4,2,3 et 2. Donner les valeurs de Af1], A[2], A[3],
Al4] et AF5] & la fin de Vexécution de la procédure.

b} Quelles valeurs successives doit prendre alea pour obtenir, 4 Ia fin de Pexéeution de la procédure le tableau :
Al13=3, A[2]=5, a[3]=2, A[4]=4, A[5]-17

¢) Expliquer pourquoi la procédure ci-dessus permet de simuler Pexpérience aléatoire définie au début du
probléme.

2) Eerire une fonction d’en-téte function T(A :tableau) :integer; qui renvoie le nombre de sous-suites crois-
santes du tablean A correspondant & une permutation de {1,... .5}

3} On suppose que le programme contient les déclazations var A :tableau ; var k :integer; var 5 :real; et que
le corps principal du programme est le suivant

begin
randormize ;
§:=0;
for k :=1 to 1000 do begin
aleatoire{A) ;
S :=8+T(A) ;
end ;
5 :=5/1000;
writeln {8) ;
end.

Aprés exécution du programme la valeirr affichée de S est 2,98, Ce résultat est-il dkonnant ?
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CORRIGE

HLP II

PRELIMINAIRES.

Rappelons que Vk € [1;m], (X > k) = (X = k)U(X > k+1), les deux derniers événements
étant disjoints.
P(X>k)=P(X =k)+ P(X >k+1), donc

P(X=k)=P(X>k) - P(X>k+1).

E(X) kP(X = k)

b
Il
—

-

k:(P(X >k) - P(X >k+ 1))

=1

P(sz)_ikp(xzkﬂ)

Mgw
7

k= k=1
Posons i = k + 1 dans la seconde somme, donc k=i — 1.
m+1
E(X) = Zk:P(X > k)= Y (i—1)P(X >4)
k=1 =2

Notons que P(X >m+1)=0

E(X) =Y kP(X>k)-> (i—1)P(X >1i)

k=1 =2

:ik P(X >k)—
k=1

NgE

(k—1)P(X >k)
k=2
r I'indice i est en fait muet)

(ca
=Y kP (sz)—ZkP(XZk)—i-ZP(sz)

k=1 k=2 k=2
m
= )+ > P(X > k)

k=2

m
Finalement, E(X) =Y P(X > k).
k=1
page 1 Jean MALLET et Michel MITERNIQUE @ EDUKLUB SA
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PARTIE-I

QUESTION-1

a)
e Sia; > ap, la premiere sous-suite croissante est (a;) et L = 1. C’est la valeur
minimale prise par L.

Sia; <ay <---<ap, la premieére sous-suite croissante est (ay,as,...,a,) et L =n. Clest
la valeur maximale de L car L ne peut pas dépasser le nombre d’entiers que ’'on
range.

e Remarquons qu’il n’y a qu'une fagon de ranger les entiers de 1 a n dans 'ordre
strictement croissant, c’est lorsque Vi € [1;n], a; = i.

1
b)
Pour construire une suite qui réalise ’événement L > k (1 < k < n), on peut opérer
ainsi :

i) On chosit k entiers dans l'intervalle [1;n],

ii) on les range dans l'ordre strictement croissant ; on forme ainsi les k& premiers
termes de la suite.

iii) On range de toutes les manieres possibles les n — k nombres qu’il reste et qui vont
compléter la suite.

Ilya (Z) fagons de choisir les k premiers termes i), il y a une seule fagon de les

ranger dans l'ordre strictement croissant ii) et il y a (n — k)! fagons de ranger les
derniers termes iii).

Ilya (Z) x (n—k)! = k'(nnilk)' x (n—k)! = % listes dans I’événement (L > k).

Remarque 1 : A partir du moment ou i) et ii) sont réalisés, on est sur de réaliser
L >k

Remarque 2 : On aurait pu regrouper les deux premiers points en disant qu’il y a
(Z) suites strictement croissantes de k nombres pris entre 1 et n (c’est un résultat

du cours).
Pour avoir la probabilité de cet événement il faut diviser par »!, donc

Vk € [Lin], P(L>k) = %

On sait que P(L=k) = P(L > k) — P(L >k + 1) (cf calcul des préliminaires)

Si k = n, on sait déja que P(L = n) = % ; résultat en conformité avec 1'égalité

précédente car P(L >n+1)=0. En résumé :

1. gy 1 1 ;

QUESTION-2

D’apres la partie préliminaire, E(L) = ZP(L > k), donc
k=1
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(]
==

E(L) =

o~
Il
—

—+o0 +oo
. k
On sait que E % =¢”. Donc § % =e.
k=0 k=0

“+o0
‘ N1 _
Jim B(L) =3 gy =e-1
k=1
PARTIE-II

QUESTION-1

S’il n’y a pas de deuxieme sous-suite croissante, alors L' = 0. C’est la valeur minimale
prise par L'.

Les valeurs prises par L’ sont des entiers de [0;n] car L’ ne peut pas étre supérieure
au nombre total d’entiers rangés.

Cependant L' ne peut valoir n, car cela signifierait que tous les entiers de 1 a n
sont rangés dans la seconde suite. Il n’y aurait pas de premiere suite strictement
croissante, ce qui est impossible.

Donc | L'(Q) c [0;n — 1].

Considérons la suite (a1,as,...,a,_1,a,) = (1,2,3,...,n —2,n—1). On a alors L =1 et
L' =n — 1. La valeur maximale prise par L’ est n — 1.

Comme on I'a dit plus haut, ’événement (L = n) est aussi ’événement (L’ = 0). Donc

P(L =0)= 1.

1
n!

QUESTION-2

a)

D’apres I'étude générale précédente, la seule suite réalisant (L’ = 0) est (1,2,3). Donc
P(L' =0,L =3) = % ;et (L' =0,L =1) ainsi que (L' = 0,L = 2) sont des événements
impossibles. Ce qui justifie la premiere ligne.

Il reste alors 3! — 1 =5 listes a considérer :

Les listes (1,3,2) et (2,3,1) pour lesquelles (L' =1,L = 2).

Les listes (3,1,2) et (2,1,3) pour lesquelles (L’ =2, L =1).

La liste (3,2,1) pour laquelle (L' =1,L =1).

On retrouve bien P(L' = 1,L =2) = 2 = 2 ; P(I/ = 1,L = 1) = 2 = 1,
P(L'=1,L=3)= % ; les autres étant nulles.
b)

La loi de L’ s’obtient comme loi marginale en utilisant le résultat général :

3
P(L'=k)=)Y P(L' =k L=1i).
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