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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2001

HEC, EM.LYON, ESCP-EAP

CORRIGE

HLP II

PRELIMINAIRES.

Rappelons que ∀k ∈ [[1;m]], (X ≥ k) = (X = k)∪(X ≥ k+1), les deux derniers événements
étant disjoints.

P (X ≥ k) = P (X = k) + P (X ≥ k + 1), donc
P (X = k) = P (X ≥ k)− P (X ≥ k + 1).

E(X) =
m∑

k=1

kP (X = k)

=
m∑

k=1

k
(
P (X ≥ k)− P (X ≥ k + 1)

)

m∑

k=1

kP (X ≥ k)−
m∑

k=1

kP (X ≥ k + 1)

Posons i = k + 1 dans la seconde somme, donc k = i− 1.

E(X) =
m∑

k=1

kP (X ≥ k)−
m+1∑

i=2

(i− 1)P (X ≥ i)

Notons que P (X ≥ m + 1) = 0

E(X) =
m∑

k=1

kP (X ≥ k)−
m∑

i=2

(i− 1)P (X ≥ i)

=
m∑

k=1

kP (X ≥ k)−
m∑

k=2

(k − 1)P (X ≥ k)

(car l’indice i est en fait muet)

=
m∑

k=1

kP (X ≥ k)−
m∑

k=2

kP (X ≥ k) +
m∑

k=2

P (X ≥ k)

= P (X ≥ 1) +
m∑

k=2

P (X ≥ k)

Finalement, E(X) =
m∑

k=1

P (X ≥ k).
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PARTIE−I

QUESTION−1

a)

• Si a1 > a2, la première sous-suite croissante est (a1) et L = 1. C’est la valeur
minimale prise par L.

Si a1 < a2 < · · · < an, la première sous-suite croissante est (a1, a2, . . . , an) et L = n. C’est
la valeur maximale de L car L ne peut pas dépasser le nombre d’entiers que l’on
range.

• Remarquons qu’il n’y a qu’une façon de ranger les entiers de 1 à n dans l’ordre
strictement croissant, c’est lorsque ∀i ∈ [[1;n]], ai = i.

P (L = n) = 1
n!

.

b)

Pour construire une suite qui réalise l’événement L ≥ k (1 ≤ k ≤ n), on peut opérer
ainsi :

i) On chosit k entiers dans l’intervalle [[1;n]],

ii) on les range dans l’ordre strictement croissant ; on forme ainsi les k premiers
termes de la suite.

iii) On range de toutes les manières possibles les n−k nombres qu’il reste et qui vont
compléter la suite.

Il y a
(

n
k

)
façons de choisir les k premiers termes i), il y a une seule façon de les

ranger dans l’ordre strictement croissant ii) et il y a (n − k)! façons de ranger les
derniers termes iii).

Il y a
(

n
k

)
× (n− k)! = n!

k!(n− k)!
× (n− k)! = n!

k! listes dans l’événement (L ≥ k).

Remarque 1 : A partir du moment où i) et ii) sont réalisés, on est sûr de réaliser
L ≥ k.

Remarque 2 : On aurait pu regrouper les deux premiers points en disant qu’il y a(
n
k

)
suites strictement croissantes de k nombres pris entre 1 et n (c’est un résultat

du cours).

Pour avoir la probabilité de cet événement il faut diviser par n!, donc

∀k ∈ [[1;n]], P (L ≥ k) = 1
k!

.

On sait que P (L = k) = P (L ≥ k)− P (L ≥ k + 1) (cf calcul des préliminaires)

Si k = n, on sait déjà que P (L = n) = 1
n! ; résultat en conformité avec l’égalité

précédente car P (L ≥ n + 1) = 0. En résumé :

P (L = n) = 1
n! ; P (L = k) = 1

k! −
1

(k + 1)!
si 1 ≤ k ≤ n− 1.

QUESTION−2

D’après la partie préliminaire, E(L) =
n∑

k=1

P (L ≥ k), donc
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E(L) =
n∑

k=1

1
k!

.

On sait que
+∞∑

k=0

xk

k! = ex. Donc
+∞∑

k=0

1
k! = e.

lim
n→+∞

E(L) =
+∞∑

k=1

1
k! = e− 1.

PARTIE−II

QUESTION−1

S’il n’y a pas de deuxième sous-suite croissante, alors L′ = 0. C’est la valeur minimale
prise par L′.

Les valeurs prises par L′ sont des entiers de [[0; n]] car L′ ne peut pas être supérieure
au nombre total d’entiers rangés.

Cependant L′ ne peut valoir n, car cela signifierait que tous les entiers de 1 à n
sont rangés dans la seconde suite. Il n’y aurait pas de première suite strictement
croissante, ce qui est impossible.

Donc L′(Ω) ⊂ [[0;n− 1]].

Considérons la suite (a1, a2, . . . , an−1, an) = (n, 2, 3, . . . , n − 2, n − 1). On a alors L = 1 et
L′ = n− 1. La valeur maximale prise par L′ est n− 1.

Comme on l’a dit plus haut, l’événement (L = n) est aussi l’événement (L′ = 0). Donc

P (L′ = 0) = 1
n!

.

QUESTION−2

a)

D’après l’étude générale précédente, la seule suite réalisant (L′ = 0) est (1, 2, 3). Donc
P (L′ = 0, L = 3) = 1

6 ; et (L′ = 0, L = 1) ainsi que (L′ = 0, L = 2) sont des événements

impossibles. Ce qui justifie la première ligne.

Il reste alors 3!− 1 = 5 listes à considérer :

Les listes (1, 3, 2) et (2, 3, 1) pour lesquelles (L′ = 1, L = 2).

Les listes (3, 1, 2) et (2, 1, 3) pour lesquelles (L′ = 2, L = 1).

La liste (3, 2, 1) pour laquelle (L′ = 1, L = 1).

On retrouve bien P (L′ = 1, L = 2) = 2
6 = 1

3 ; P (L′ = 1, L = 1) = 2
6 = 1

3 ;

P (L′ = 1, L = 3) = 1
6 ; les autres étant nulles.

b)

La loi de L′ s’obtient comme loi marginale en utilisant le résultat général :

P (L′ = k) =
3∑

i=1

P (L′ = k, L = i).
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