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LYON 2001 1

ANNALES DE MATHEMATIQUES 2001

LYON MATH III

CORRIGE

EXERCICE I

QUESTION−1

Les deux premières lignes de la matrice A sont égales : A n’est pas inversible. On sait
- c’est un résultat du cours que -

λ valeur propre de A si et seulement si A− λI n’est pas inversible, donc 0 est valeur
propre de A si et seulement si A− 0I = A n’est pas inversible.

Remarque : On peut aussi - mais cela peut laisser penser que l’on ne connait pas
très bien son cours - effectuer L1 ←− L2, L3 ←− L4, L4 ←− L1, on obtient la matrice

équivalente




1 0 0 −1
0 1 0 −1
0 0 1 −1
1 0 0 −1


 puis on effectue L4 ←− L4 − L1 et on obtient




1 0 0 −1
0 1 0 −1
0 0 1 −1
0 0 0 0


 .

Cette matrice est triangulaire supérieure et l’un des termes diagonaux est nul : la
matrice n’est pas inversible.

QUESTION−2

a)

Il suffit de faire le calcul, on trouve

A2 =




1 0 −1 0
0 0 −1 0
1 0 −1 0
0 1 −1 0


 ; A3 =




1 −1 0 0
1 −1 0 0
1 −1 0 0
1 −1 0 0


 ; A4 = (0).

b)

Soit λ une valeur propre de A ; il existe donc une colonne X 6= (0) telle que A = λX

A2X = A(AX) = A(λX) = λAX = λ2X ;

A3X = A2(AX) = A2(λX) = λA2X = λ3X. De mme
A4X = λ4X (1)

Or A4 = (0), donc A4X = (0). L’égalité (1) devient λ4X = (0). Or X 6= (0) =⇒ λ4 = 0,
soit λ = 0.
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Conclusion : λ valeur propre de A =⇒ λ = 0.

0 est donc la seule valeur propre possible de A.

Remarque : A4 = (0) indique que le polynôme P = X4 est un polynôme annulateur
de A et l’on sait que les valeurs possibles de A sont nécessairement racines de P : la
seule valeur porpre possible de A est donc λ = 0

c)

u = (x, y, z, t) ∈ Ker f ⇐⇒ AX = (0) où X =




x
y
z
t


 .

Cette équation équivaut au système :





x− t = 0
x− t = 0
y − t = 0
z − t = 0

Donc x = y = z = t.

Ker f =
{
u = (x, y, z, t) ∈ R4 / x = y = z = t

}
=

{
u = (x, x, x, x) ∈ R4 / x ∈ R}
=

{
x(1, 1, 1, 1) ∈ R4 / x ∈ R}

.

Le vecteur (1, 1, 1, 1) est générateur de Ker f , il est non nul ; il en forme donc une
base.

Ker f = vect
(
(1, 1, 1, 1)

)
: dimKer f = 1.

d)

On sait que Ker f = E0(f) (sous-espace propre associé à la valeur zéro).

dim E0(f) = 1 < 4 = dimR4, donc f n’est pas diagonalisable.

QUESTION−3

a)

ε2 = (1, 1, 0, 0), ε3 = (1, 1, 1, 0), ε4 = (1, 1, 1, 1). Il suffit de faire le calcul puisque εi+1 = f(εi)
pour i = 1, 2, 3.

Soit P la matrice des quatre vecteurs ε1, ε2, ε3, ε4 dans la base canonique de R4. On
sait que la famille C = (ε1, ε2, ε3, ε4) est une base de R4 si et seulement si la matrice P
est inversible.

Or P =




1 1 1 1
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1


 .

C’est une matrice triangulaire supérieure dont aucun des termes diagonaux n’est nul
: P est inversible.

La famille C = (ε1, ε2, ε3, ε4) est une base de R4 .

Par définition de la matrice d’un endomorphisme dans une base

N =




0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0


 .
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