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INSEEC OPTION ECONOMIQUE

ENONCE

EXERCICE-1

-1 0 0
On considere la matrice carrée réelle d’ordre 3 : A = (—8 0 —8) et
9 0 8

I’endomorphisme f de R?® de matrice A dans la base canonique de R3.
1) Déterminer une base de Im f et de Ker f.

1 0 0
2) On considere la matrice P = ( 0 1 —1) ; montrer que P est inversible et
-1 0 1

déterminer P~1.
3-a) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de f.
b) En déduire l'existence d'une matrice diagonale A’ telle que A = PA'P~.

4) Dans cette question, on s’intéresse aux solutions de ’équation matricelle :
M?=A (*), ou M est une matrice carrée réelle d’ordre 3.

a) Montrer que si M vérifie la relation (*), alors AM = MA.

-1 0 1
relation (*), déduire de la question précédente que X, X, et X3 sont des vecteurs
propres de M.

c) En déduire I'existence d’une matrice diagonale M’ d’ordre 3 telle que l'on ait :
M = PM'P~t. Quelle relation a-t-on entre les matrices M’ et A’ ? Conclure.

1 0 0
b) On note X; = ( O) , Xy = (1) et X3 = (—1) ; si la matrice M vérifie la

EXERCICE-2

Les questions 1 et 2 sont indépendantes.

Un joueur dispose de deux dés ayant chacun six faces, le premier noté A est
équilibré, le second noté B est tel que la probabilité d’apparition d’un numéro est
proportionnelle a ce dernier, c’est-a-dire qu’il existe A € R tel que

Vk € [1,6], P({k}) = A x k.

1-a) Montrer que \ = 2—11

b) Le joueur lance le dé B ; déterminer la probabilité des événements :
I : < obtenir un chiffre impair > et P =1 : < obtenir un chiffre pair > .

2) Dans cette question le joueur dispose d’'une piece qui amene pile avec la
2 1

probabilité 5 et face avec la probabilité 3
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2 INSEEC OPTION ECONOMIQUE 2001

Soit un entier naturel n > 4 ; le joueur lance en premier la piece, si elle amene pile
il lancera n fois de suite le dé A, sinon il lancera n fois de suite le dé B.

a) Quelle est la probabilité de I’événement : < obtenir le chiffre 1, uniquement aux
trois premiers lancers > 7

b) Quelle est la probabilité de I’événement : < obtenir au cours des n lancers, trois
fois seulement le chiffre 1 > 7

c) Soit k un entier fixé tel que 2k < n.

i) On considere I'événement E : < les (2k) premiers lancers amenent alternativement
les chiffres 1 et 6 dans cet ordre > (le premier lancer amene le chiffre 1, le deuxieme
le chiffre 6, etc...). Calculer P(E).

ii) On sait que I’événement E est réalisé, quelle est la probabilité que le lancer de
la piece ait donné pile ?

3) Dans cette question le joueur lance toujours le dé B et on s’intéresse a
I'apparition pour la premiére fois de la séquence IP (on obtient pour cette séquence
a un lancer un chiffre impair et au lancer suivant un chiffre pair).

On notera : I, < le chiffre obtenu au k ™ Jancer est impair > et P, < le chiffre
obtenu au k ®™¢ lancer est pair >.

On définit la variable aléatoire X égale au numéro du lancer amenant le chiffre pair
lors de I'apparition pour la premiere fois de la séquence IP. Si par exemple au cours
des lancers on obtient P, NP, NIsN 1, N Ps, alors X = 5.

a) Quelles sont les valeurs prises par la variable X ?
b) Déterminer P(X =2), P(X =3) et P(X =4).

c) Soit n € N, n>2; exprimer 'événement (X =n) a 'aide d’événements du type
P; et I; et montrer que :

Yn > 2, P(X =n)
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d) En déduire que : Vn >2, P(X =n) = 4(%)n [(%)n_l - 1}

+oo
e) Vérifier que Y P(X =n)=1.

n=2

f) Calculer E(X).

EXERCICE-3

1 siz=1
Soit f la fonction définie sur 0, +oo[ par f(z) = { In - size]0,1[Ul1, +oo]

T — ) )
On désigne par C sa courbe représentative dans le plan muni d’un repere orthonor-
mal.

Partie I : étude de f

1) Montrer que f est continue sur ]0, +oo| .

2—-a) Déterminer le développement limité de f en 1 a l'ordre 2. En déduire la
dérivabilité de f en 1 et préciser f'(1).

2-b) Etudier localement la position de C par rapport a sa tangente A au point
d’abscisse 1.

3-a) Montrer que f est dérivable sur |0,1[U]1,+oc[, calculer f'(z).

b) Etudier sur ]0,+oo] les variations de ¢ : #+— 2 —1—2Inx et en déduire le signe
de f'(z) pour tout réel x de ]0,1[U]1, 4+o0].
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c) Dresser le tableau de variations de f et construire dans un méme repere C et

A (on donne In2 ~ 0.7 et In3 ~ 1.1).

Partie II : étude d’une série

Soit n un entier naturel non nul ; on considere la fonction

n

fn  [0,1][— R, x'—>/ ﬁdt
. I-

1-t¢

1-a) Soit x € [0,1], montrer que : 0 < / A g g/ %dt ; en déduire :
0 0

Vo € [0,1], 0< folw) <a"In(71-) et Vo € [0, 1], 0< fu(2) <2"In2

1—x

T

1
b) En déduire I'existence de l'intégrale / P @) g,
0

c) En utilisant les deux questions précédentes, montrer que :

/% fn(x)dx < In2

— n
o n.2

2) Par dérivation de

g : [0,1[-R, x——1In(l—z)etde S, : [0,1[-R, 2+ —(x—i—%z—i—---—l—%)—fn(x)
montrer que Vz € [0,1[, S,(z) = g(x).
1 n 1
- boalitd - 1 1 2 fu(z)
3) Justifier I'égalité : /l —rhdr = ; 120K +/0 S da.
2 =
5-a) En raisonnant par majoration, montrer que la série Z 21 - converge.
k>1
=1 '
, . - nx
5-b) A laide des questions précédentes montrer que kz:l gk = /l i da.
= 2
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INSEEC

CORRIGE

EXERCICE-I

QUESTION-1

e On sait que Im f = vect(f(e1), f(ea), f(e3)) OU (e1,ez,e3) est la base canonique de
R3. Dans le cas présent, cela donne Im f = vect((—1,—8,9), (0, —8,8)) car f(es) = (0,0,0)
d’apres la deuxieme colonne de A.

La famille ((—1,-8,9),(0,—8,8)) est génératrice de Im f ; elle est libre car les triplets
ne sont pas proportionnels.

La famille ((-1,-8,9),(0,-8,8)) est une base de Im f ; dimIm f = 2.

e Appliquons le théoréme du rang :
dimIm f + dimKer f = dimR3.

On en déduit dimKerf = 3 —2 = 1. Or on sait que ey appartient a Ker f puisque
f(e2) =(0,0,0). Le vecteur e; est un vecteur non nul d’un espace de dimension 1, c’est
une base de cet espace.

Ker f = vect((0,1,0)) ; dimKer f = 1.

QUESTION-2

1 0 0 1 0 0
Soit donc P = 0 1 —1] ; effectuons L3 «— L3+ Ly, on obtient [ 0 1 -1
-1 0 1 0 O 1

C’est une matrice triangulaire supérieure dont aucun des termes diagonaux n’est nul

La matrice P est inversible

x a
Pour calculer P~! résolvons le systeme Y = PX d’inconnue X = [ y | avecY = | b
z C
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—x+z =c Ly «— L3+ L4

x =a
= y—z =b
4 =a-+c
r =a
<~ z =a++c

y =b+z=a+b+c

z 1 0 0 a
Ce systeme s’écrit matriciellement [y | =11 1 1 b
z 1 0 1 c
—_———
pP-1

1 0 0

Prl=11 11

1 0 1

QUESTION-3

a)
A est valeur propre de A si et seulement si la matrice A — A\l n’est pas inversible.
-1-X 0 0

A— )\ = -8 -\ =8 | ; on effectue Lz «— L, ; on obtient
9 0 8-\

—1-X 0 0
9 0 8-\ | ;on effectue Ly «+— 8Ly + (8 — \)L3 ; on obtient
-8 - -8

—1-=A 0 0

8(1+X) —A8—X\) 0
—8 -2 -8

C’est une matrice triangulaire inférieure ; elle n’est pas inversible si et seulement si
I'un des termes diagonaux est nul, c¢’est-a-dire si et seulement si A = -1 ou A =0 ou
A=38.

A est valeur propre de A4 si et seulement si A € {—1,0,8}.

Notons E()) le sous-espace propre de f associé a la valeur propre \.

) (x7y7z)€E(_1):){_8xfi—82 28@{:}: z(ix
E(il) :{u:(xayaz)ERS/y:(]’ Z:—x}
={u=(2,0,—z) / z €R}
= {u=2(1,0,-1) / z € R}.

E(-1) = vect((1,0,-1) ; le vecteur (1,0,—1) est générateur
de E(-1), 11 est non nul, il en forme donc une base ;
dim E(-1) =

e FE(0)=Ker f, on le connait.

E(0) = vect((0,1,0)) ; le vecteur (0,1,0) en est une base : dim E(0) = 1.
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-9z =0 . -0

o (x,y,2) € EQB) < T2z =0 <:>{ B

-8 -8y —82 =0 o

EQ®) ={u=(z,y,2)€R® /=0, y=—2}
={u=(0,—2,2) e R® /] z e R}.

E(8) = vect((0,—1,1)) ; dim E(8) = 1.

Remarque : On peut noter que I’endomorphisme f est diagonalisable parce qu’il admet
trois valeurs propres distinctes ou parce que la somme des dimensions de ses sous-
espaces propres vaut celle de R3.

b)
Si 'on note u; = (1,0,-1), uz = (0,1,0), uz = (0,—1,1), on peut affirmer d’apres la
remarque précédente que la famille (up,us,u3) est une base de R3 ; la matrice de ces
trois vecteurs dans la base canonique de R? est

1 0 0
0 1 —-1|=P
-1 0 1

(on aurait pu aussi bien déduire que la famille (u;, uz,u3) formait une base de R? par
le fait que la matrice de ces trois vecteurs est inversible).

-1 0 O
D’apres le cours on sait que P=*AP=1| 0 0 0
0 0 8

A/

Donc A = PA'P~L.

QUESTION—4

a)

Si A= M3, alors AM = M3M = M*=MM3 = MA.| MA=AM (1)

b)

Notons A\ = —1, A\, =0, A3 =8 et X; la colonne propre associée a la valeur propre \;

(on prendra pour X; la colonne des coordonnées de u; dans la base canonique). Dans
ces conditions

Vi € {1,2,3}, AX; = X,
Multiplions I’égalité (1) du a) par X; a droite, il vient MAX; = AMX; ; cette égalité
équivaut successivement a
M(\X;) = AMX;), puis \MX,; = AMX;). Cette derniere égalité exprime que la
colonne M X; appartient au sous-espace propre de A associé a la valeur propre \;. Or,
d’apres la question 3—a), ce sous-espace est de dimension 1 et a pour base X;.
da; € R / MX; = o; X;.

X; # (0) et MX; = a; X; veut dire que X; est vecteur propre de M.

c)
Si nous notons g ’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique de
R? est M, le résultat précédent veut dire que le vecteur u; est vecteur propre de g
associé a la valeur propre \;.
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La base (u;,us2,u3) de R? est constituée de vecteurs propres de g : par définition g est
diagonalisable dans la base (uj,us,u3).

Si l'on pose M’ =

o 0 0
0 a2 0 ]J],ona
0 0 Q3

M' = P~*MP soit (c’est classique) M = PM'P~1.

Il en résulte que

M3 = (PM'P~Y)(PM'P~')(PM'P~)
= PM'(P~'P)M'(P~'P)M’'P~*
= PM'IM'IM' P~}

= PMBP1

Or M3 = A, donc A = PM"P~'. Or d’apres la question 3—-b), on a A = PA’P~'. On

en déduit

PA'P~1 = PM3BP~1.

Multiplions cette égalité a gauche par P~! et a droite par P, on obtient

PA'P~'=pPM3P!

«— P lpA'P-lP =P lpPMB3PLP
— JA'T = IM"3I

L’égalité précédente est : A’ = M'3.

Explicitons matriciellement ce résultat :

d)
-1 0 0
00 0=
00 8

ab 0 0 af =-1=(-1)3
0 a3 0 —=<{a3 = 0= 03
0 0 o} ay = 8= 23
a1 =-1
et as = 0
Qa3 = 2

Car 'application cube : ¢t — t3 est une bijection de R sur R.

-1 0 0
Conclusion M’ = B’ = 0 0 O
0 0 2

Récapitulons : nous avons fait le raisonnement suivant : s’il existe une solution M a
I’équation (*), alors il n’y en a qu’une : c’est PB’P~1.

Regardons si cette matrice est solution de ’équation (*).

(PB’P-l)3 — (P

= A.

1.0 0
0 0 0Py
0 0 2
1 0 0\°
0 0 0| Pt
0 0 2
1 0 0
0 0 0P
0 0 8

(d’apres la question 3-a)

Il y a une seule solution a I’équation (*).

Explicitement cette solution est
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