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COMMUNE 2006 VOIE S 1

ANNALES DE MATHEMATIQUES 2006

COMMUNE 2006 VOIE S

CORRIGE

PARTIE I

Nombre de racines d’un polynôme du second degré

à coefficients aléatoires

1)

Considérons le discriminant aléatoire ∆ = X2
1 − 4X0. c’est une variable définie sur

(Ω,A, P )

∀ω ∈ Ω, M(ω) ∈ {0, 1, 2}. M sera une variable aléatoire si et seulement si ∀k ∈
{0, 1, 2}, (M = k) ∈ A
(M = 0) = (∆ < 0) ∈ A puisque ∆ est une variable aléatoire définie sur (Ω,A, P ) ; de
même pour (M = 1) et (M = 2).

M est une variable aléatoire définie sur (Ω,A, P )

2−a)

X0(Ω) = {−1, 1} et (X0 = 1) = (Z = 1), donc

P (X0 = 1) = p et P (X0 = −1) = 1− p(X0 = 1) = 1− p

2−b)

Remarquons que X2
1 = 1, donc ∆ = 1 − 4X0. On ne pourra jamais avoir ∆ = 0

puisque 1− 4X0 prend les valeurs 5 ou −3. M(Ω) = {0, 2}

(M = 0) = (∆ < 0) = (X0 = 1), donc P (M = 0) = p et par conséquent, P (M = 2) = 1− p

Il en résulte que E(M) = 2(1− p)

Rappelons que la fonction de répartition de X0 (comme de X1) est

l’application F définie par : F (x) =

{
0 si x ≤ 0
1− exp(−x

2 ) si x ≥ 0 et l’on prendra comme

densité f définie par

f(x) =

{
0 si x < 0
1
2 exp(−x

2 ) si x ≥ 0

• Calcul de FY1

On peut remarquer que Y1(Ω) = R+, puisque Y1 = X2
1 ≥ 0

Par conséquent, ∀x ∈ R∗−, FY1(x) = 0
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2 COMMUNE 2006 VOIE S

∀x ∈ R+, FY1(x) = P (X2
1 ≤ x) = P (−√x ≤ X1 ≤

√
x), puisque X1 ≤ x ⇐⇒ |X1 | ≤

√
x

(la fonction racine est strictement croissante sur R+) et que si a est un réel
positif (ou nul), |x | ≤ a ⇐⇒ −√a ≤ x ≤ √

x.

FY1(x) = F (
√

x)− F (−√x) = 1− exp(−
√

x
2 ) puisque F est nulle sur R−

Conclusion : FY1(x) =

{ 0 si x ≤ 0

1− exp(−
√

x
2 ) si x ≥ 0

(les deux expressions cöıncident pour x = 0)

• Calcul de FY0

Remarquons que Y0(Ω) = R− puisque Y0 = −4X0 et X0(Ω) = R+

Donc ∀x ≥ 0, FY0(x) = 1 ; en effet P (Y0 ≤ x) = P (−4X0 ≤ x) = P (Ω) car −4X0 ≤ 0 ≤ x

Si x ≤ 0, continuons le calcul précédent
FY0(x) = P (−4X0 ≤ x) = P (X0 ≥ −x

4 )

= 1− P (X0 < −x
4 ) = 1− P (X0 ≤ −x

4 )

puisque X0 est à densité : elle ne charge pas les points
= 1− F (−x

4 )

Pour x ≤ 0, FY1(x) = 1− (1− exp(−1
2(−x

4 )) = exp(x
8 )

En résumé : FY0(x) =

{
exp(x

8 ) si x ≤ 0

1 si x ≥ 0
(les deux expressions cöıncident pour x = 0)

• Pour déterminer une densité de ces deux variables, il faut s’assurer que ce sont
bien des variables à densité (on sait, par théorème que ce sont des variables aléatoires,
mais on ne connait pas leur type). Pour cela, on va étudier, d’un peu plus près, les
propriétés des deux fonctions de répartition

• Etude de FY1

FY1 est manifestement de classe C1 sur R∗.
lim
x→0

FY1(x) = 0 sans problème, donc FY1 est continue sur R. Comme c’est une

fonction de répartition d’une variable aléatoire, elle est croissante, lim
x→−∞

FY1(x) = 0

et lim
x→+∞

FY1(x) = 1, ce qui se vérifie sans problème. Maintenant on peut affirmer que

Y1 est une variable à densité. On prendra pour densité fY1 = F ′Y1
sur R∗ (là où FY1 est

dérivable) et nous choisirons fY1(0) = 0, ce qui donne

fY1(x) =





0 si x ≤ 0
1

4
√

x
exp(−

√
x

2 ) si x > 0

• Le même raisonnement montrera que FY0 est continue sur R, de classe C1 sur R∗,
donc compte tenu que c’est une fonction de répartition, on concluera que Y0 est une
variable à densité et la même démarche nous conduira à prendre pour densité

fY0(x) =

{
1
8 exp(x

8 ) si x ≤ 0

0 si x > 0

Remarque : Il est clair que la place des inégalités strictes et larges n’a aucune
importance.
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4−a)

La fonction t 7−→ −1
2( t

4 +
√

t) est continue sur R+ et à valeurs dans R ;

la fonction exponentielle est continue sur R, donc par composition la fonction
t 7−→ exp(−1

2( t
4 +

√
t)) est continue sur R+. l La fonction t 7−→ 1√

t
est continue sur

R∗+ puisque que c’est l’inverse de la fonction t 7−→ √
t qui est continue et ne s’annule

pas sur R∗+. Il en résulte que la fonction g : t 7−→ 1√
t
exp(−1

2( t
4 +

√
t)) est continue sur

R∗+ comme produit de fonctions continues.

L’intégrale
∫ +∞

0

g(t)dt est impropre en 0 et en +∞

• Etude en 0

lim
t→0+

−1
2( t

4 +
√

t) = 0, donc par continuité de l’exponentielle en 0,

lim
t→0+

exp(−1
2( t

4 +
√

t)) = 1 ; ce qui veut dire aussi : exp(−1
2( t

4 +
√

t)) ∼
(0+)

1, donc

g(t) ∼
(0+)

1√
t

D’après le critère de Riemann, l’intégrale
∫ 1

0

dt√
t

est convergente (l’exposant vaut

1
2 < 1)

Par la règle d’équivalence des fonctions continues positives, on conclut

L’intégrale
∫ 1

0

g(t)dt est convergente

• Etude en +∞

∀t > 0, −1
2( t

4 +
√

t) = − t
8 −

√
t

2 < − t
8 .

Par croissance de l’exponentielle, exp(−1
2( t

4 +
√

t)) < exp(− t
8). En multipliant cette

inégalité par 1√
t

> 0, on obtient (en se souvenant que tout est positif) :

0 < g(t) < 1√
t
exp(− t

8)
︸ ︷︷ ︸

h(t)

(1)

t2h(t) = t
3
2 exp(− t

8) et lim
t→+∞

t
3
2 exp(− t

8) = 0 par croissances comparées ; il en résulte

que lim
t→+∞

t2h(t) = 0, c’est-à-dire : h(t) =
(+∞)

◦
(

1
t2

)

Par négligeabilité des fonctions continues, positives ou nulles, puisque

l’intégrale
∫ +∞

1

dt
t2

est convergente, on déduit que l’intégrale
∫ +∞

1

h(t)dt est conver-

gente.

D’après l’encadrement (1) on déduit que l’intégrale
∫ +∞

1

g(t)dt est convergente.
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Tous droits de l’auteur des oeuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des oeuvres
autre que la consultation individuelle et privée sont interdites.

Extrait gratuit de document, le document original comporte 19 pages.


