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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2006

EM LYON 2006 VOIE S

CORRIGE

PROBLEME I

PRELIMINAIRES

1−a)

Par croissances comparées, lim
t→+∞

tn+2 exp(−t2) = lim
t→+∞

(t2)
n+2

2 exp(−t2) = 0. Ce qui se

traduit par :

tn exp(−t2) =
(+∞)

◦( 1
t2

)

1−b)

Posons fn(t) = tn exp(−t2). On constate facilement que fn a la même parité que

n : l’intégrale
∫ +∞

−∞
fn(t)dt converge si et seulement si l’intégrale

∫ +∞

0

fn(t)dt

converge.

Puisque l’intégrale
∫ +∞

1

1
t2

dt converge, on en déduit par négligeabilité que l’intégrale
∫ +∞

1

fn(t)dt converge, donc que l’intégrale
∫ +∞

0

fn(t)dt converge (la fonction fn étant

continue sur R+, l’intégrale
∫ 1

0

fn(t)dt existe)

∀n ∈ N, l’intégrale
∫ +∞

−∞
tn exp(−t2)dt est convergente

2)

Si P (t) =
n∑

k=0

aktk avec an 6= 0, on a P (t) ∼
(+∞)

antn, donc |P (t) | ∼
(±∞)

|antn | et puisque

exp(−t2) > 0, on a également |P (t) exp(−t2) | ∼
(±∞)

|antn | exp(−t2). La fonction t 7−→

|antn | exp(−t2) est une fonction paire, donc la convergence de
∫ +∞

0

|antn | exp(−t2)dt =
∫ +∞

0

|an |tn exp(−t2)dt implique celle de
∫ +∞

−∞
|antn | exp(−t2)dt

En changeant an en |an |, on vient de voir, l’intégrale
∫ +∞

0

|an |tn exp(−t2)dt converge,

donc l’intégrale
∫ +∞

−∞
|antn | exp(−t2)dt est convergente.
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Par la règle d’équivalence des fonctions continues positives, on conclut que

l’intégrale
∫ +∞

−∞
|P (t) | exp(−t2)dt est convergente.

L’intégrale
∫ +∞

−∞
P (t) exp(−t2)dt est absolument convergente, donc convergente

3−a)

Soit (a, b) ∈ R2 ; posons In+2(a, b) =
∫ b

a

tn+2 exp(−t2)dt et intégrons par parties.

u(t) = tn+1 =⇒ u′(t) = (n + 1)tn ; v′(t) = t exp(−t2) ⇐= v(t) = −1
2 exp(−t2). les fonctions u

et v sont de classe C1 sur R, ce qui légitime l’intégration par parties.

In+2(a, b) =
[− tn+1 exp(−t2)

2
]b

a
+ n + 1

2

∫ b

a

tn exp(−t2)dt

= −bn+1 exp(−b2)
2 +

an+1 exp(−a2)
2 + n + 1

2

∫ b

a

tn exp(−t2)dt

Par croissances comparées, lim
a→−∞

an+1 exp(−a2) = 0 et lim
b→+∞

bn+1 exp(−b2) = 0 ;

de plus lim
a→−∞
b→+∞

∫ b

a

tn exp(−t2)dt = In qui existe : on peut donc passer à la limite dans

l’égalité précédente en faisant tendre a vers −∞ et b vers +∞. On obtient le relation

In+2 = n + 1
2 In

3−b)

On sait (c’est un résultat du cours) que lorsqu’une fonction f est impaire et que

l’intégrale
∫ +∞

−∞
f(t)dt converge, cette intégrale vaut 0

∀p ∈ N, I2p+1 = 0

3−c)

Montrons l’égalité par récurrence:

Initialisation : pour p = 0, on nous donne I0 =
√

π ;
(2× 0)!
20.0!

√
π =

√
π : l’égalité est

satisfaite.

Hérédité : supposons que, pour un entier p donné on ait : I2p =
(2p)!
22p.p!

√
π

I2p+2 = 2p + 1
2 I2p

= 2p + 1
2

(2p)!
22p.p!

√
π

=
(2p + 1)!
22p+1p!

√
π

=
(2p + 2)!

22p+1p!2(p + 1)
√

π

=
2(p + 1)!

22(p+1)(p + 1)!

√
π

La propriété est héréditaire :

par principe du raisonnement par récurrence : ∀p ∈ N, I2p =
(2p)!
22p.p!

√
π
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