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PROBLEME I
Préliminaires

l.a. Justifier, pour tout n e IN: ¢"e " = o ( 1)-
t—+o00

2
+o0 9
b. Montrer que, pour tout n € IN, I'intégrale . / t" e™* dt est convergente.
—0Q
+00 9
2. En déduire que, pour tout polynéme P de R[X], 'intégrale / P(t)e *'dt converge.
—00
+o0 2
On admet dans tout le probleme : / e t dt = /7.
—00
+oo .
On note, dans tout le probléme, pour tout n e N : I, = / t"e v dt.
—00
3.a. Etablir, a 'aide d’une intégration par parties, pour tout n € IN : Ihio = n—2i— 1In.

b. Montrer, pour tout p € N : Ip,; = 0.

2p)!
c. Montrer, pour tout p e N : I, = é;)'\ﬁ—r.
!
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I Recherche d’extrémums locaux pour une fonction de deux variables réelles

On note F : R? — R I’application définie, pour tout (zr,y) € R?, par :

F(z,y) = % /_ w(t —z)2(t—y)?e ¥ dt.

3 1
1. Montrer, pour tout (z,y) € R*: F(z,y) = 1 + 5(&:2 + 4zy + y*) + 2?y°

2.  Calculer les dérivées partielles premiéres de F' en tout point (z,y) de R?, et en déduire les trois
points critiques de F.

3. Déterminer les extrémums locaux de F'. En chacun de ceux-ci, préciser s’il s’agit d’'un minimum
local ou d’un maximum local, et préciser la valeur de F' en chacun de ces points.

II Calcul d’intégrales dépendant d’un parametre

+00 +00
1. Montrer que, pour tout z € R, les intégrales / sin(zt) e " dt et / t cos(zt) e* dt convergent.
0 0

Onnote S:IR — R et C : IR — R les applications définies, pour tout z € R, par :

00 +o00
S(z) = / sin(zt)e ¥ dt et C(z) = / tcos(zt) et dt.
0 0
, A2
2. Etablir, pour tout a € R et tout A € R : |sin(a + A) —sina — Acos af < CR

On pourra utiliser I'inégalité de Taylor-Lagrange.

S(z+h) — S(z) — ) — 0.
h h—0
b. En déduire que S est dérivable sur R et que, pour tout z € R, S'(z) = C(z).

3.a. Démontrer, pour tout z € R :

4.a. A laide d’une intégration par parties, établir, pour tout z € R : C(z) = 3

22 T 2
b. Montrer, pour tout z € R : 2e7 S(z) = / e’ dt.
0

2

z T 2 1 x 2 [T 2
c. En déduire, pour tout z € R: S(z) =—-e T / etdt et C(z)= 3~ Ze“T / e dt.
0 0

III Obtention d’un développement limité

+00

[ 1 —t2

1. Montrer que, pour tout x € R, I'intégrale [ . 1728 e” " dt converge.
too 2
On note g : R — R Papplication définie, pour tout z € R, par : g¢(z) = / 1728 e " dt.
o x
1
2.a. Montrer, pour tout u € [0;+o00[ : 0< (1 —u+u?) — = <l
u

+00
1
b. En déduire, pour tout z € R : 0 < / (1 — 2% + ') e dt — g(z) < STﬁxs.

—00

3. Montrer que g admet un développement limité a 'ordre 5 en 0, et former ce développement limité.
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IV Nature d’une série

1. Montrer que, pour tout p € IN, I'intégrale [ :o mﬁép_)! e ¥ dt converge.
' oo 42 e

On note, pour tout p e N : u, = /%0 me dt.

2. Montrer, pour tout peIN : 0 <y, < (—Z—f)—'-

En déduire que la série de terme général u, est convergente.

PROBLEME 11

Soit 7 un entier supérieur ou égal & 2. On désigne par I, la matrice unité de M, (C).

On consideére un n-uplet (ag, ay,. .., a,—1) de C™ et le polynome P = X™ + U1 X" 1+ 4+ a1 X + ag.

(0 T | —ayg \
1 . (0) Po—a
On note C la matrice de M,,(C) définie par C = 0
(0 e T 0 —an
\0 cee e 0 1 _an_1)

On dit que C est la matrice compagnon du polynéme P.
On note By = (ey, .. .,ey) la base canonique de C™.

On note id application identité de C™ et on appelle f I’endomorphisme de C" tel que C soit la
matrice associée a f relativement a la base By.

On note f° = id et, pour tout entier naturel k, f**1 = f¥o f.

1.a. Exprimer, pour tout i € [1;n — 1], f(e;) en fonction de e;4;.
b. En déduire : Vjie[l;n—1], fi(er) =ejs1 et f*(e1) = —(aoer + ar1e2 + -+ + an_1€n).

2.  Soit g ’endomorphisme de C™ défini par g = f™ + ap_1f""' + -+ + a1 f + aoid.

a. Vérifier : gleg) =0.
b. Montrer : VieN, gofi=fiog.
c. En déduire : Vie[L;n], g(e)=0.

d. Montrer que le polynéme P est annulateur de ’endomorphisme f.
Application 1 : Déterminer une matrice A € Ms(C) telle que A° = A% 4+ 242 +I;.

e. Etablir que toutes les valeurs propres de C sont des racines du polynéme P.
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3.a. Soit Q = ag + 1 X + -+ + @1 X™ ! un polynéme non nul et de degré inférieur ou égal a n — 1.

)

On note Q(f) Pendomorphisme de C™ défini par Q(f) = apid+ ayf + -+ a1 f*
Calculer Q(f)(e1)-

En déduire qu’il n’existe pas de polynome non nul, de degré inférieur ou égal a n — 1 et
annulateur de f.

Soit A une racine du polynéme P.

11 existe donc un unique polynéme R € C[X] tel que P = (X — A)R.

Vérifier que (f — Aid) o R(f) = 0, ou 0 est 'endomorphisme nul de C".

. Conclure que toutes les racines du polynoéme P sont des valeurs propres de C.

. Montrer que, pour tout nombre complexe z, la matrice (C — zI,,) est de rang supérieur ou égal

a n — 1. En déduire que chaque sous-espace propre de C est de dimension 1.

. En déduire que C est diagonalisable si et seulement si P admet n racines deux a deux distinctes.
(0 00 1

. Application 2 : Montrer que la matrice A; = 0 (1) 8 g de My4(C) est diagonalisable.
\0 0 10
/ 000 4

o . 100 -8 , . .

. Application 3 : Montrer que la matrice Ay = 010 3 de M4(C) n’est pas diagonalisable.

\0 0 1 2

On note B = *C la matrice transposée de C.

. Montrer que, pour tout nombre complexe ¢, la matrice (B — t1I,) est inversible si et seulement si

la matrice (C — t1,,) est inversible.

b. En déduire que les matrices B et C ont les mémes valeurs propres.
c. Soit A une valeur propre de B. Déterminer une base du sous-espace propre de B associé & A.
d. On suppose que le polyndome P admet n racines Aq, ..., A, deux & deux distinctes. Montrer que
1 1 ... 1
A Ao o A
B est diagonalisable et en déduire que la matrice V = AL A3 o+ A% | est inversible.
/\?—1 /\;l—l . )\2—1

Soit E un C-espace vectoriel de dimension n et u un endomorphisme de E admettant n valeurs

propres fiy, .. ., ibn deux & deux distinctes.
L’endomorphisme u est donc diagonalisable et on note £ = (g1, ...,€,) une base de E constituée
de vecteurs propres de u respectivement associés a p, ..., ln.

Soit @ = &1 + €5 + - - - + £,. Montrer que la famille B, = (a,u(a),...,u""*(a)) est une base de E.

Montrer qu’il existe un polynéome P, = X" +b, 1 X" 14---+b X +by tel que la matrice associée
a u relativement a la base B, = (a, u(a),. .. ,u"‘l(a)) soit la matrice compagnon du polynéme P;.
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CORRIGE
PROBLEME I
PRELIMINAIRES
1-a)
Par croissances comparées, lim t" 2 exp(—t?) = Jim (162)%r2 exp(—t?) = 0. Ce qui se
traduit par :
" exp(—1%) = o(;z)

1-b)
Posons f,(t) = t"exp(—t?). On constate facilement que f, a la méme parité que

+oo —+oo
n : 'intégrale / fn(t)dt converge si et seulement si ’intégrale fa(t)dt
converge. - 0
+oo
Puisque l'intégrale /1 t%dt converge, on en déduit par négligeabilité que 'intégrale
+oo

+oo
fn(t)dt converge, donc que l'intégrale fa(t)dt converge (la fonction f, étant
1 0

1
continue sur R*, l'intégrale / fu(t)dt existe)
0

+oo
vn € N, l'intégrale / t" exp(—t?)dt est convergente

— o0

2)

Si P(t) = > _axt* avec a, # 0, on a P(t) ~ ant", donc [P(t)| ~ |ant"| et puisque
=0 (400) (£o0)

exp(—t?) > 0, on a également |P(t)exp(—t?)| e |ant™|exp(—t?). La fonction t
—+o0

|ant™|exp(—t?) est une fonction paire, donc la convergence de / |ant™ | exp(—t?)dt =

0

+o0 Foo
/ lan |[t" exp(—t?)dt implique celle de / |ant™ | exp(—t?)dt
0 —o00
+oo
En changeant a, en |a,|, on vient de voir, 'intégrale / |an [t" exp(—t?)dt converge,

0
+oo

donc l'intégrale / lant™| exp(—t?)dt est convergente.

— 00
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Par la regle d’équivalence des fonctions continues positives, on conclut que

+oo
I'intégrale / | P(t)| exp(—t?)dt est convergente.

— 00

+oo
L’intégrale P(t) exp(—t?)dt est absolument convergente, donc convergente

—

3-a)

b
Soit (a,b) € R? ; posons I,,,s(a,b) = / t"*2 exp(—t?)dt et intégrons par parties.

u(t) =" = W/(t) = (n+ Dt" ; V' (t) = texp(—t?) <= v(t) = —% exp(—t?). les fonctions u

et v sont de classe C! sur R, ce qui légitime I'intégration par parties.

n+1 42 b
Lnia(ab) =[-" e’;p( t )]Z + ”‘2”/ " exp(—t2)dt
n+1 72 n+1 _a 2 b
_ b ex2p( &) + 4 e>;p( @) + n—2|— 1 / t" exp(—t*)dt

Par croissances comparées, lim a"™exp(—a®) =0 et lim 0" exp(—b?) =0 ;
a— —0Q

b—~+o0

b
de plus lim / t" exp(—t?)dt = I, qui existe : on peut donc passer a la limite dans
b—+o0o

a

I’égalité précédente en faisant tendre a vers —oo et b vers +o0o. On obtient le relation

1
I7L+2 = n; In

3-b)
On sait (c’est un résultat du cours) que lorsqu’une fonction f est impaire et que

“+oo
I'intégrale f(t)dt converge, cette intégrale vaut 0

Vp e N, 12p+1 =0

3-c¢)
Montrons 1’égalité par récurrence:
Initialisation : pour p = 0, on nous donne I = /7 ; (22(?(00') Vv =/ : 'égalité est
satisfaite.
!
Hérédité : supposons que, pour un entier p donné on ait : I, = 2(225) /T
.p!
2p+1
Iopio = p2 I,
_2p+1 (2p)!
2 22p.p!ﬁ
_ (2p+1)!
= VT
B (2p + 2)!
= R0+ 1)
2(p+1)!

- 22+ (p + 1)!\/77r

La propriété est héréditaire :

. . , 2p)!
par principe du raisonnement par récurrence : Vp € N, I, = %ﬁ
.pl
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