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HEC 2006 VOIE S 1

ANNALES DE MATHEMATIQUES 2006

HEC 2006 VOIE S

CORRIGE

PRELIMINAIRES

1−a)

∀x ∈ R, arctan′(x) = 1
1 + x2

1−b)

Soit v : x 7−→ arctan x + arctan 1
x pour x ∈ R∗+.

∀x > 0, v′(x) = 1
1 + x2 − 1

x2
1

1 + 1
x2

= 1
1 + x2 − 1

1 + x2 = 0.

L’application v est constante sur ]0, +∞[, donc ∀x > 0, v(x) = v(1) = 2 arctan 1 = 2π
4 .

∀x ∈ R∗+, arctanx + arctan 1
x = π

2

1−c)

Sur [0, π
2 [, la fonction tan est strictement croissante et prend ses valeurs dans R+,

donc la fonction arctan est strictement croissante et prend ses valeurs dans [0, π
2 [.

∀x ∈ R+, arctan x ≥ 0

• ∀x ∈ R+, arctan′′(x) = − 2x
(1 + x2)2

≤ 0. La fonction arctan est donc concave ; sa

courbe représentative est au dessous de ses tangentes, en particulier au dessous de
la tangente au point (0, 0).

Cette tangente a pour équation y = arctan′ 0× x, c’est-à-dire y = x ; d’où

∀x ∈ R+, arctan(x) ≤ x

2−a)

La fonction ψ est continue sur R (inverse d’une fonction polynomiale qui ne s’annule
pas sur R) (1)

∀x ∈ R, ψ(x) ≥ 0 (2)

La fonction ψ est paire, donc
∫ +∞

−∞
ψ(x)dx converge (ou existe) si et seulement si

∫ +∞

0

ψ(x)dx converge et, dans ce cas,
∫ +∞

−∞
ψ(x)dx = 2

∫ +∞

0

ψ(x)dx. Or
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∫ +∞

0

ψ(x)dx = lim
B→+∞

∫ B

0

dt
π(1 + t2)

= lim
B→+∞

1
π

[
arctan t

]B

0

= lim
B→+∞

1
π (arctanB − arctan 0)

= 1
π

π
2 = 1

2

Donc
∫ +∞

−∞
ψ(x)dx = 2× 1

2 = 1 (3)

Les propriétés (1), (2), (3) impliquent que ψ est une densité de probabilité

2−b)

∀x ∈ R, F (x) =
∫ x

−∞
ψ(t)dt

= lim
B→−∞

1
π

[
arctan t

]x

B

= 1
π (arctan x− (−π

2 ))

= 1
π arctan x + 1

2

Posons V = F (U).

U(Ω) = R car il existe une densité de U qui est > 0 sur R (c’est ψ) ; alors
V (Ω) =]0, 1[= F (R)

La fonction F est continue sur R puisque c’est la fonction de répartition d’une
variable à densité. F est strictement croissante sur R car F ′(x) = 1

π(1 + x2)
> 0 pour

tout réel x, lim
x→−∞

F (x) = 0 et lim
x→+∞

F (x) = 1

F est une bijection de R sur ]0, 1[ ; sa fonction réciproque F−1 existe et c’est une
bijection strictement croissante de ]0, 1[ sur R
∀v ∈ R, P (V ≤ v) = P (F (U) ≤ v)

* Si v ≤ 0, P (V ≤ v) = 0

* Si 0 < v < 1, P (V ≤ v) = 1

* Si v = 1, P (V ≤ v) = P (F (U) ≤ v) = P (U ≤ F−1(v)) (puisque F−1 est strictement
croissante), donc P (V ≤ v) = F (F−1(v)) = v

V suit la loi uniforme sur ]0, 1[ ; V ↪→ U]0,1[

2−c)

Soit v ∈ ]0, 1[ ; F−1(v) = x ⇐⇒ v = F (x) ⇐⇒ v = 1
π arctan x + 1

2 ,

donc x = tan(πv − π
2 ) = − 1

tan(πv)

∀v ∈ ]0, 1[, F−1(v) = − 1
tan(πv)

Simulation de U

Function Cauchy(x:real) : real ;

var y :real ;

Begin

y := random ;
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HEC 2006 VOIE S 3

Cauchy:=-1/tan(pi*y) ;

End ;

PARTIE I

REMARQUE : l’énoncé propose AT au lieu du tA habituel ; nous em-
ploierons cette nouvelle notation.

1)
∫ 1

0

tk+j−2dt =
[

tk+j−1

k + j − 1

]1

0
= 1

k + j − 1

La matrice Hn est symétrique réelle : ∀(k, j) ∈
(
[[1, n]]

)2

, h
(n)
k,j = h

(n)
j,k , alors

∀X =




x1
...

xn


 ∈Mn,1(R),

XT HnX =
n∑

k=1

n∑

j=1

h
(n)
k,j .xk−1xj−1

=
n∑

k=1

n∑

j=1

1
k + j − 1xk−1xj−1

=
n∑

k=1

n∑

j=1

∫ 1

0

tk+j−2xk−1xj−1dt

Cette double somme, qui donne les valeurs de XT HnX, est finie, on peut donc utiliser
la linéarité de l’intégration et ainsi,

XT HnX =
∫ 1

0

( n∑

k=1

n∑

j=1

tk+j−2xk−1xj−1

)
dt

=
∫ 1

0

( n∑

k=1

n∑

j=1

tk−1xk−1t
j−1xj−1

)
dt

=
∫ 1

0

( n∑

k=1

tk−1xk−1

n∑

j=1

tj−1xj−1

︸ ︷︷ ︸
S

)
dt

=
∫ 1

0

(
S

n∑

k=1

tk−1xk−1

)
dt

=
∫ 1

0

S2dt

Posons ` = k − 1, alors S =
n∑

k=1

tk−1xk−1 =
n−1∑

`=0

x`t
` et finalement

XT HnX =
∫ 1

0

(x0 + x1t + . . . + xn−1t
n−1)2dt

2−a)

La matrice Hn est symétrique réelle, donc diagonalisable . Si Hn est associée à un
endomorphisme hn de Mn,1(R) dans la base canonique orthonormée de Mn,1(R), alors
il existe une base orthonormale B′ de Mn,1(R), formée de vecteurs propres de hn dans
laquelle la matrice de hn est une matrice diagonale D, dont les termes diagonaux
sont les valeurs propres de hn (distinctes ou non).
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La matrice de passage de la base canonique de Mn,1(R) à la base B′ est une
matrice orthogonale (PT = P−1) et d’après la formule de changement de base
pour les endomorphismes,

Hn = PDPT

Montrons que les valeurs propres de Hn, c’est-à-dire les termes diagonaux de D, sont
strictement positives.

Soit λ une valeur propre de Hn et X =




x1
...

xn−1


 un vecteur propre associé.

XT HnX = XT (λX) = λXT X = λ||X||2 où ||X|| 6= 0 puisque X 6=



0
...
0




D’autre part, on a vu au 1) que XT HnX =
∫ 1

0

Q(t)2dt avec Q(t) = x0+x1t+. . .+xn−1t
n−1.

L’application t 7−→ Q(t)2 est continue et positive sur [0, 1], les bornes d’intégration

sont dans l’ordre croissant, donc
∫ 1

0

Q(t)2dt ≥ 0, ce qui donne XT HnX ≥ 0. Par suite

λ||X||2 ≥ 0 et puisque ||X||2 > 0, il vient λ ≥ 0

• Si λ = 0, c’est que
∫ 1

0

Q(t)2dt = 0, donc que ∀t ∈ [0, 1], Q(t)2 = 0 (en effet Q(t)2 ≥ 0

sur [0, 1] et continue), puis ∀t ∈ [0, 1], Q(t) = 0. Le polynôme Q admet une infinité de
racines, il s’ensuit que Q est le polynôme nul et par conséquent x0 = . . . = xn−1 = 0,

ce qui implique X =




0
...
0


. Ceci n’est pas possible car X est un vecteur propre.

Conclusion : λ 6= 0.

∀λ ∈ spect(Hn), λ ∈ R∗+

2−b)

Soit X ∈Mn,1(R) ; la matrice colonne des coordonnées de X dans la base B′ introduite

au 2−a) est X ′ = P−1X = PT X d’après le cours, notée X ′ =




x′0
...

x′n−1


 .

XT HnX = XT PDPT X = (PT X)T D(PT X)
= X ′T DX ′

=
n−1∑

k=0

λkx′2k car D est diagonale

λ0, . . . , λn−1 sont les valeurs propres (pas forcément distinctes) de Hn, donc ∀k ∈
[[0, n− 1]], αn ≤ λk ≤ βn.

Il s’ensuit que αnx′2k ≤ λkx′2k ≤ βnx′2k (car x′2k ≥ 0) puis, en sommant ces encadrements,
n−1∑

k=0

αnx′2k ≤
n−1∑

k=0

λkx′2k ≤
n−1∑

k=0

βnx′2k, c’est-à-dire αn

n−1∑

k=0

x′2k ≤
n−1∑

k=0

λkx′2k ≤ βn

n−1∑

k=0

x′2k ; or

n−1∑

k=0

x′2k = ||X||2 puisque la base B′ est orthonormale , donc

∀X ∈Mn,1(R), αn||X||2 ≤ XT HnX ≤ βn||X||2
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