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a)

Les applications f1 et f2 sont des applications polynomiales définies sur R
2, elles sont donc de classe C2

sur R
2.

F (x1, x2) = 1
2
(f2

1 (x1, x2) + f2
2 (x1, x2))

∂F
∂x1

(x1, x2) =
∂f1

∂x1
f1(x1, x2) +

∂f2

∂x1
f2(x1, x2)

= 2x1(x
2
1 + x2 + 1) + (x1 + x2

2 + 1)
= 2x3

1 + 2x1x2 + 3x1 + x2
2 + 1

∂F
∂x2

(x1, x2) =
∂f1

∂x2
f1(x1, x2) +

∂f2

∂x2
f2(x1, x2)

= (x2
1 + x2 + 1) + 2x2(x1 + x2

2 + 1)
= x2

1 + 2x1x2 + 2x3
2 + 3x2 + 1

∇F (x1, x2) = (2x3
1 + 2x1x2 + 3x1 + x2

2 + 1, x2
1 + 2x1x2 + 2x3

2 + 3x2 + 1)

b)

(x1, x2) est un point critique de F si et seulement si ∇F (x1, x2) = 0

∇F (x1, x2) = 0 ⇐⇒
{

2x3
1 + 2x1x2 + 3x1 + x2

2 + 1 = 0
x2

1 + 2x1x2 + 2x3
2 + 3x2 + 1 = 0 L2 ←− L2 − L1

⇐⇒
{

2x3
1 + 2x1x2 + 3x1 + x2

2 + 1 = 0
2(x3

2 − x3
1) + x2

1 − x2
2 + 3(x2 − x1) = 0

⇐⇒
{

2x3
1 + 2x1x2 + 3x1 + x2

2 + 1 = 0
(x2 − x1)(2(x2

1 + x1x2 + x2
2) − (x1 + x2) + 3 = 0

⇐⇒
{

2x3
1 + 2x1x2 + 3x1 + x2

2 + 1 = 0 (1)
(x2 − x1)(2x

2
1 + 2x1x2 + 2x2

2 − x1 − x2 + 3) = 0 (2)

c)

Considérons 2x2
1 + 2x1x2 + 2x2

2 − x1 − x2 + 3 = 2x2
1 + x1(2x2 − 1) + 2x2

2 − x2 + 3 comme un trinôme
en x1. Son discriminant ∆ vaut (2x2 − 1)2 − 8(2x2

2 − x2 + 3) = −12x2
2 + 4x2 − 23. Il est alors immédiat

que le discriminant de ce nouveau trinôme est négatif ; ce trinôme reste strictement négatif , ∆ < 0, d’où
(2x2 − 1)2 − 8(2x2

2 − x2 + 3) = −12x2
2 + 4x2 − 23 = 2x2

1 + 2x1x2 + 2x2
2 − x1 − x2 + 3 > 0

Le trinôme 2x2
1 + x1(2x2 − 1) + 2x2

2 − x2 + 3 n’a pas de racines réelles ; il est donc constamment du signe
du coefficient de x2

1 :

∀(x1, x2] ∈ R
2, 2x2

1 + 2x1x2 + 2x2
2 − x1 − x2 + 3 > 0.

L’équation (2) donne x1 = x2 et l’équation (1) s’écrit alors 2x3
1 + 3x2

1 + 3x1 + 1 = 0.

Etudions le polynôme P défini par ∀x ∈ R, P (x) = 2x3 + 3x2 + 3x + 1

P ′(x) = 3(2x2 + 2x + 1) ; ∀x ∈ R, P ′(x) > 0 car son discriminant δ = −4.

On en déduit que P est une bijection de R dans R (car P est continue, strictement croissante).

Conclusion : P admet une unique racine réelle ; on constate facilement que P (−1
2
) = 0

■ ■
Partie I

■
Exemple 1

Mathématiques
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Finalement l’équation ∇F (x1, x2) = 0 admet une unique solution (x1, x2) = (−1
2
,−1

2
)

La fonction F admet un point critique et un seul (−1
2
,−1

2
).

d)

La fonction F est de classe C2 sur R
2, on peut donc appliquer le théorème Schwarz.

∂2F
∂x2

1

(x1, x2) = 6x2
1 + 2x2 + 3

∂2F
∂x1∂x2

= ∂2F
∂x2∂x1

(x1, x2) = 2x1 + 2x2

∂2F
∂x2

2

(x1, x2) = 2x1 + 6x2
2 + 3

On a alors ∇2F (x1, x2) =

(
6x2

1 + 2x2 + 3 2x1 + 2x2

2x1 + 2x2 2x1 + 6x2
2 + 3

)
.

Au point critique, ∇2F (−1
2
,−1

2
) =




7
2

−2

−2 7
2





(s2 − rt)(−1
2
,−1

2
) = 4 − 49

4
= −33

4
< 0 et r > 0.

La fonction F admet au point (−1
2
,−1

2
) un minimum local

e)

• J(X) =




∂f1

∂x1
(X)

∂f1

∂x2
(X)

∂f2

∂x1
(X)

∂f2

∂x2
(X)


 =

(
2x1 1
1 2x2

)

On remarque que tJ(X) = J(X).

tJ(X)f(X) =

(
2x1 1
1 2x2

)(
f1(X)
f2(X)

)

=

(
2x1 1
1 2x2

)(
x2

1 + x2 + 1
x1 + x2

2 + 1

)

=

(
2x3

1 + 2x1x2 + 3x1 + x2
2 + 1

2x3
2 + 2x1x2 + 3x2 + x2

1 + 1

)

On remarque que tJ(X)f(X) = ∇F (X) puiqu’on a identifié R
2 et M2,1(R)

• G(X) = tJ(X)J(X) =

(
4x2

1 + 1 2x1 + 2x2

2x1 + 2x2 4x2
2 + 1

)

∂2f1

∂x2
1

(X) = 2 ;
∂2f1

∂x1∂x2
=

∂2f1

∂x2∂x1
(d’après Schwarz) = 0 ;

∂2f1

∂x2
2

(X) = 0 ; donc

∇2f1(X) =

(
2 0
0 0

)

∂2f2

∂x2
1

(X) = 0 ;
∂2f2

∂x1∂x2
=

∂2f2

∂x2∂x1
(d’après Schwarz) = 0 ;

∂2f2

∂x2
2

(X) = 2 ; donc

∇2f1(X) =

(
0 0
0 2

)

r
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•

G(X) +
2∑

i=1

fi(X)∇2fi(X) =

(
4x2

1 + 1 2x1 + 2x2

2x1 + 2x2 4x2
2 + 1

)
+ (x2

1 + x2 + 1)

(
2 0
0 0

)

+(x1 + x2
2 + 1)

(
0 0
0 2

)

=

(
4x2

1 + 1 + 2x2
1 + 2x2 + 2 2x1 + 2x2

2x1 + 2x2 4x2
2 + 1 + 2x1 + 2x2

2 + 2

)

=

(
6x2

1 + 2x2 + 3 2x1 + 2x2

2x1 + 2x2 6x2
2 + 2x1 + 3

)

G(X) +

2∑

i=1

fi(X)∇2fi(X) = ∇2F (X)

EXEMPLE 2

a)

F (x1, x2) = 1
2

n∑

i=1

(aix1 + bix2 − ci)
2

∂F
∂x1

(x1, x2) =
n∑

i=1

ai(aix1 + bix2 − ci) = x1

n∑

i=1

a2
i + x2

n∑

i=1

aibi −
n∑

i=1

aici

= ||a||2x1 + 〈a, b〉x2 − 〈a, c〉
∂F
∂x2

(x1, x2) =

n∑

i=1

bi(aix1 + bix2 − ci) = x1

n∑

i=1

aibi + x2

n∑

i=1

b2
i −

n∑

i=1

bici

= 〈a, b〉x1 + ||b||2x2 − 〈b, c〉

∇F (x1, x2) = (||a||2x1 + 〈a, b〉x2 − 〈a, c〉, 〈a, b〉x1 + ||b||2x2 − 〈b, c〉)

b)

On sait, d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, que |〈a, b〉| ≤ ||a||||b||. On sait aussi qu’il y a égalité si
et seulement si les vecteurs a et b sont liés. D’après les hypothèses, les vecteurs a et b sont libres, donc
l’inégalité est stricte :

|〈a, b〉| < ||a||||b||, ce qui équivaut à 〈a, b〉2 < ||a||2||b||2

• Le couple (x1, x2) est un point critique de F si et seulement si ∇F (x1, x2) = 0

∇F (x1, x2) = 0 ⇐⇒
{
||a||2x1 + 〈a, b〉x2 = 〈a, c〉
〈a, b〉x1 + ||b||2x2 = 〈b, c〉 L2 ←− ||a||2L2 − 〈a, b〉L1

opération permise car ||a||2 6= 0

⇐⇒
{
||a||2x1 + 〈a, b〉x2 = 〈a, c〉

(||a||2||b||2 − 〈a, b〉2)x2 = ||a||2〈b, c〉 − 〈a, b〉〈a, c〉
D’après le point précédent, (||a||2||b||2 − 〈a, b〉2) > 0.

Le système est de Cramer : il admet donc une unique solution notée (x̂1, x̂2)

• Calcul de la solution

On a tout de suite x̂2 =
||a||2〈b, c〉 − 〈a, b〉〈a, c〉
||a||2||b||2 − 〈a, b〉2 .

La première ligne du système va donner x̂1

Exemple 2
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x̂1 = 1
||a||2

(
〈a, c〉 − 〈a, b〉 ||a||

2〈b, c〉 − 〈a, b〉〈a, c〉
||a||2||b||2 − 〈a, b〉2

)

opération permise car ||a||2 6= 0

= 1
||a||2

1
||a||2||b||2 − 〈a, b〉2

(
〈a, c〉||a||2||b||2 − 〈a, c〉〈a, b〉2 − ||a||2〈a, b〉〈b, c〉 + 〈a, b〉2〈a, c〉

)

= 1
||a||2

1
||a||2||b||2 − 〈a, b〉2

(
||a||2

(
||b||2〈a, c〉 − 〈a, b〉〈b, c〉

))

D’où les résultats :

x̂1 =
||b||2〈a, c〉 − 〈a, b〉〈b, c〉
||a||2||b||2 − 〈a, b〉2 et x̂2 =

||a||2〈b, c〉 − 〈a, b〉〈a, c〉
||a||2||b||2 − 〈a, b〉2

c)

∇2F (x1, x2) =




∂2F
∂x2

1

(x1, x2)
∂2F

∂x1∂x2
(x1, x2)

∂2F
∂x2∂x1

(x1, x2)
∂2F
∂x2

2

(x1, x2)




=

(
||a||2 〈a, b〉
〈a, b〉 ||b||2

)

(s2 − rt)(x̂1, x̂2) = 〈a, b〉2 − ||a||2||b||2 < 0

.

(s2 − rt)(x̂1, x̂2) < 0 et r(x̂1, x̂2) > 0 : F possède en (x̂1, x̂2) un minimum local

d)

Considérons le vecteur Y = (Y1, . . . , Yi, . . . , Yn) de R
n où ∀i ∈ [[1, n]], Yi = (aix1 + bix2− ci). On constate

qu’alors F (X) = 1
2
||Y ||2.

Si l’on considère la matrice A ∈ Mn,2(R) suivante : A =




a1 b1
...

...
ai bi

...
...

an bn




et X =

(
x1

x2

)
∈ M2,1(R),

on a immédiatement AX =




a1x1 + b1x2
...

aix1 + bix2
...

anx1 + bnx2




Introduisons maintenant le vecteur C =




c1
...

cn



 ∈ Mn,1(R), on obtient




a1x1 + b1x2 − c1
...

aix1 + bix2 − ci

...
anx1 + bnx2 − cn




= AX − C.

F (X) = 1
2
||AX − C||2

Mathématiques
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• La matrice A est de rang 2 puisque les vecteurs a et b sont libres. D’après le cours sur les moindres
carrés, ||AX − C|| sera minimale pour l’unique vecteur X̂ de R

2 donné par : X̂ = (tAA)−1 × tAC.

Vérifions que X̂ = (x̂1, x̂2) : cela prouvera que le minimum est global.

tAA =

(
a1 . . . an

b1 . . . bn

) 


a1 b1
...

...
an bn



 =

(
||a||2 〈a, b〉
〈a, b〉 ||b||2

)

• Calcul de (tAA)−1 (on sait que cette matrice existe car A, donc tA sont inversibles) . Pour cela

résolvons le système : tAA

(
x
y

)
=

(
α
β

)
d’inconnues x et y.

tAA

(
x
y

)
=

(
α
β

)
⇐⇒

{
||a||2x + 〈a, b〉y = α
〈a, b〉x + ||b||2y = β

On a déjà résolu ce système à la question b) : il suffit de changer 〈a, c〉 en α, 〈b, c〉 en β et x1 en x, x2 en
y : les formules

x1 =
||b||2〈a, c〉 − 〈a, b〉〈b, c〉
||a||2||b||2 − 〈a, b〉2 et x2 =

||a||2〈b, c〉 − 〈a, b〉〈a, c〉
||a||2||b||2 − 〈a, b〉2 donnent

x =
||b||2α − 〈a, b〉β

||a||2||b||2 − 〈a, b〉2 et y =
||a||2β − 〈a, b〉α

||a||2||b||2 − 〈a, b〉2

Matriciellement (
x
y

)
= 1

||a||2||b||2 − 〈a, b〉2
(

||b||2 −〈a, b〉
−〈a, b〉 ||a||2

)(
α
β

)

(tAA)−1 = 1
||a||2||b||2 − 〈a, b〉2

(
||b||2 −〈a, b〉
−〈a, b〉 ||a||2

)

tAC =

(
a1 . . . an

b1 . . . bn

) 


c1
...

cn



 =

(
〈a, c〉
〈b, c〉

)

X̂ = 1
||a||2||b||2 − 〈a, b〉2

(
||b||2 −〈a, b〉
−〈a, b〉 ||a||2

)(
〈a, c〉
〈b, c〉

)

= 1
||a||2||b||2 − 〈a, b〉2

(
||b||2〈a, c〉 − 〈a, b〉〈b, c〉
||a||2〈b, c〉 − 〈a, b〉〈a, c〉

)

X̂ =

(
x̂1

x̂2

)
: F admet en (x̂1, x̂2) un minimum global

EXEMPLE 3

a)

F (X) = 1
2

n∑

i=1

(x1 + x2 − ci)
2

∂F
∂x1

(X) =
n∑

i=1

(x1 + x2 − ci) = n(x1 + x2 − c) car c = 1
n

n∑

i=1

ci

∂F
∂x2

(X) =

n∑

i=1

(x1 + x2 − ci) = n(x1 + x2 − c)

∇F (X) = (n(x1 + x2 − c), n(x1 + x2 − c))

Les points critiques de F vérifient : x1 + x2 = c

5

Exemple 3
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b)

Soit (x̂1, x̂2) un point critique de F .

F (x̂1, x̂2) = 1
2

n∑

i=1

(x̂1 + x̂2 − ci)
2 = 1

2

n∑

i=1

(c − ci)
2. Or par définition, s2 = 1

n

n∑

i=1

(c − ci)
2. Donc

F (x̂1, x̂2) = ns2

2

• F (x1, x2) − F (x̂1, x̂2) = 1
2

n∑

i=1

(x1 + x2 − ci)
2 − ns2

2

= 1
2

n∑

i=1

(x1 + x2 − c + c − ci)
2 − ns2

2

= 1
2

n∑

i=1

(x1 + x2 − c)2 + 1
2

n∑

i=1

(c − ci)
2 + 2

2

n∑

i=1

(x1 + x2 − c)(c − ci) − ns2

2

= n
2

(x1 + x2 − c)2 + ns2

2
+ (x1 + x2 − c)

n∑

i=1

(c − ci) − ns2

2

= n
2

(x1 + x2 − c)2 + (x1 + x2 − c) (nc −
n∑

i=1

ci)

︸ ︷︷ ︸
=0

F (x1, x2) − F (x̂1, x̂2) = n
2

(x1 + x2 − c)2 ≥ 0

c)

On vient de voir que ∀(x1, x2) ∈ R
2, F (x1, x2) − F (x̂1, x̂2) ≥ 0

Aux points critiques , F orésente des minima globaux

Il était prévisible que F ne pouvait pas présenter de maximum globaux car lim
x1→+∞

F (x1, x2) = +∞.

4. CAS GENERAL

a)

Par définition, ∇F (X) =
(

∂F
∂x1

(X), . . . , ∂F
∂xp

(X))
)
.

F (X) = 1
2

n∑

i=1

f2
i (X)

∀j ∈ [[1, p]], ∂F
∂xi

(X) =

n∑

j=1

∂fj

∂xi
(X)fj(X)

Or J(X) =




∂f1

∂x1
(X) . . .

∂f1

∂xj
(X) . . .

∂f1

∂xp
(X)

...
...

...
∂fi

∂x1
(X) . . .

∂fi

∂xj
(X) . . .

∂fi

∂xp
(X)

...
...

...
∂fn

∂x1
(X) . . .

∂fn

∂xj
(X) . . .

∂fn

∂xp
(X)




, donc

r
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r
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Cas général

tJ(X) =




∂f1

∂x1
(X) . . .

∂fj

∂x1
(X) . . .

∂fn

∂x1
(X)

...
...

...
∂f1

∂xi
(X) . . .

∂fj

∂xi
(X) . . .

∂fn

∂xi
(X)

...
...

...
∂f1

∂xp
(X) . . .

∂fj

∂xp
(X) . . .

∂fn

∂xp
(X)




tJ(X)f(X) =




∂f1

∂x1
(X) . . .

∂fj

∂x1
(X) . . .

∂fn

∂x1
(X)

...
...

...
∂f1

∂xi
(X) . . .

∂fj

∂xi
(X) . . .

∂fn

∂xi
(X)

...
...

...
∂f1

∂xp
(X) . . .

∂fj

∂xp
(X) . . .

∂fn

∂xp
(X)







f1(X)
...

fj(X)
...

fn(X)




tJ(X)f(X) est une colonne dont la i ème ligne est
n∑

j=1

∂fj

∂xi
(X)fj(X). Comme on assimile les colonnes

aux listes, on peut dire que tJ(X)f(X) est une n−liste dont le i ème terme est
n∑

j=1

∂fj

∂xi
(X)fj(X). On

reconnâıt le i ème terme de ∇F (X)

∇F (X) = tJ(X)f(X)

b)

Par définition, ∀X ∈ R
p, ∇2F (X) =

(∂2F (X)
∂xk∂xj

)
∈ Mp(R). Cette matrice est symétrique d’après le

théorème de Schwarz puisque F est de classe C2 sur R
p. Explicitons un peu :

La k ème ligne de ∇2F (X) est
(∂2F (X)

∂xk∂x1
, . . . ,

∂2F (X)
∂xk∂xj

, . . . ,
∂2F (X)
∂xk∂xp

)

D’autre part, pour tout j ∈ [[1; p]]

∂F (X)
∂xj

=
n∑

i=1

∂fi(X)
∂xj

fi(X), donc ∀(k, j) ∈ ( [[1; p]] )2,

∂2F (X)
∂xk∂xj

=
n∑

i=1

∂fi(X)
∂xj

∂fi(X)
∂xk

+
n∑

i=1

∂2fi(X)
∂xk∂xj

fi(X) (1)

• ∀i ∈ [[1;n]], ∇2fi(X) =




∂2fi(X)

∂x2
1

. . . . . .
∂2fi(X)
∂x1∂xp

...
...

...
...

∂2fi(X)
∂xp∂x1

. . . . . .
∂2fi(X)

∂x2
p




∈ Mp(R)

∀(k, j) ∈ ( [[1; p]] )2,
∂2F (X)
∂xk∂xj

est le terme général de ∇2F (X)

n∑

i=1

∂fi(X)
∂xj

∂fi(X)
∂xk

est le terme général de tJ(X)J(X)

∂2fi(X)
∂xk∂xj

fi(X) est le terme général de fi(X)∇2fi(X),
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donc, d’après l’égalité (1), le terme général de ∇2(F (X) est égal au terme général de tJ(X)J(X) + la
somme, pour i ∈ [[1;n]], du terme général de fi(X)∇2fi(X)

Conclusion : ∇2(F (X) = tJ(X)J(X) +

n∑

i=1

fi(X)∇2fi(X) = G(X) +

n∑

i=1

fi(X)∇2fi(X)

PARTIE II

1)

L(h) = 1
2
||l(h)||2 = 1

2
tl(h)l(h)

= 1
2

t(f(X) + J(X)h)(f(X) + J(X)h)

= 1
2
(tf(X) + thtJ(X))(f(X) + J(X)h)

= 1
2
(tf(X)f(X) + tf(X)J(X)h + thtJ(X)f(X) + thtJ(X)J(X)h)

= 1
2
(||f(X)||2 + tf(X)J(X)h + thtJ(X)f(X) + thG(X)h)

J(X) ∈ Mn,p(R) , h ∈ Mp,1(R), donc J(X)h ∈ Mn,1(R)

f(X) = (fi(X), . . . , fn(X)) ∈ R
n que l’on assimile à Mn,1(R) ; il en résulte que tf(X)J(X)h ∈ M1(R),

donc tf(X)J(X)h ∈ R.

Même raisonnement pour thtJ(X)f(X). Donc thtJ(X)f(X) = t
(

thtJ(X)f(X)
)

= tf(X)J(X)h

Il en résulte que L(h) = 1
2
(||f(X)||2 + 2thtJ(X)f(X) + thG(X)h)

D’après I−4−b), tJ(X)f(X) = ∇F (X) et on sait que 1
2
||f(X)||2 = F (X), donc

L(h) = F (X) + thtJ(X)f(X) + 1
2

thG(X)h

= F (X) + th∇F (X) + 1
2

thG(X)h d’après I−4−a)

2−a)

La matrice P est symétrique réelle de Mp(R), elle est donc diagonalisable en base orthonormée.

2−b)

Il existe donc une matrice orthogonale Q appartenant à Mp(R), il existe une matrice diagonale D
appartenant à Mp(R) telles que P = QDQ−1 = QDtQ (puisque Q est orthogonale).
thPh = thQDtQh = t(tQh)DtQh.

Posons Y = tQh ; Y appartient à Mp,1(R). On peut écrire Y = (y1, . . . , yp) en identifiant, comme le dit
l’énoncé, les éléments de R

p, les matrices colonnes de Mp,1(R) et les matrices lignes de M1,p(R).

L’égalité précedente devient thPh = tY DY =

p∑

k=1

θky2
k.

L’inégalité triangulaire donne | thPh | ≤
p∑

k=1

|θk |y2
k

Or par hypothèse ∀k ∈ [[1; p]], |θk | ≤ θ . On multiplie ces inégalités par y2
k ≥ 0 et on les ajoute ; il vient

p∑

k=1

|θk |y2
k ≤

p∑

k=1

θy2
k ≤ θ

p∑

k=1

y2
k, soit finalement

| thPh | ≤ θ||Y ||2
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3−a)

F est de classe C2 sur R
p , son développement à l’ordre 2 existe et on a ∀h ∈ R

p,

F (X+h) = F (X)+〈∇F (X), h〉+ 1
2
qX(h)+ ||h||2ε(h) avec lim

h→0
ε(h) = 0 et où qX est la forme quadratique

associée à la hessienne de F au point X.

3−b)

〈∇F (X), h〉 = th∇F (X) et qX(h) = th∇2F (X)h.

D’après I−4−b), qX(h) = th
(
G(X) +

n∑

i=1

fi(X)∇2fi(X)
)
h, donc

F (X + h) = F (X) + th∇F (X) + 1
2

th
(
G(X) +

n∑

i=1

fi(X)∇2fi(X)
)
h + ||h||2ε(h)

= F (X) + th∇F (X) + 1
2

thG(X)h

︸ ︷︷ ︸
=L(h)

+1
2

th
( n∑

i=1

fi(X)∇2fi(X)
)
h + ||h||2ε(h)

F (X + h) = L(h) + 1
2

th
( n∑

i=1

fi(X)∇2fi(X)
)
h + ||h||2ε(h) (2)

Pour tout indice i ∈ [[1;n]], la matrice fi(X)∇2fi(X) est symétrique réelle à cause du théorème de

Schwarz, donc la matrice 1
2

( n∑

i=1

fi(X)∇2fi(X)
)

est aussi symétrique réelle.

Posons P = 1
2

( n∑

i=1

fi(X)∇2fi(X)
)

; l’égalité (2) s’écrit

F (X + h) = L(h) + thPh + ||h||2ε(h)

∀h 6= 0,
∣∣∣ F (X + h) − L(h)

||h||
∣∣∣ =

∣∣∣
thPh + ||h||2ε(h)

||h||
∣∣∣

≤ 1
||h||

(
| thPh | + ||h||2|ε(h) |

)

≤ 1
||h|| |

thPh | + ||h|||ε(h) |

≤ θ||h||2
||h|| + ||h|||ε(h) | d’après 2−b)

≤ θ||h|| + ||h|||ε(h) |
lim
h→0

(θ||h|| + ||h|||ε(h) |) = 0 donc par encadrement

lim
h→0

∣∣∣ F (X + h) − L(h)

||h||
∣∣∣ = 0

4−a)

ϕ1(h) = th∇F (X) =

p∑

i=1

hi
∂F
∂xi

(X) ; donc
∂ϕ1

∂hj
(h) = ∂F

∂xj
(X)

ϕ2(h) =

p∑

i=1

gi,i(X)h2
i +2

∑

1≤i<k≤p

gi,k(X)hihk d’après la formule classique du développement d’une forme

quadratique lorsque l’on connâıt sa matrice.

Soit j ∈ [[1; p]] ; réécrivons la deuxième somme de ce développement en faisant apparâıtre les termes en
hj
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∑

1≤i<k≤p

gi,k(X)hihk =
∑

1≤i<j≤p

gi,j(X)hihj +
∑

1≤j<k≤p

gj,k(X)hjhk +
∑

1≤i<k≤p

i6=j,k 6=j

gi,k(X)hihk

∂ϕ2(h)
∂hj

= 2gj,j(X)hj + 2
∑

1≤i<j≤p

gi,j(X)hi + 2
∑

1≤j<i≤p

gj,i(X)hi ;

la dernière somme vaut 2
∑

1≤j<i≤p

gi,j(X)hi car G est symétrique, donc

∂ϕ2(h)
∂hj

= 2

p∑

i=1

gi,j(X)hi

4−b)

On a L(h) = F (X) + ϕ1(h) + 1
2
ϕ2(h) ; par linéarité du gradient, ∇L(h) = ∇ϕ1(h) + 1

2
∇ϕ2(h).

Or ∇ϕ1(h) = ∇F (X) d’après a).

1
2
∇ϕ2(h) =

(
∂ϕ2

∂h1
(X), . . . ,

∂ϕ2

∂hj
(X), . . . ,

∂ϕ2

∂hp
(X)

)

=
( p∑

i=1

gi,1(X)hi, . . . ,

p∑

i=1

gi,j(X)hi, . . . ,

p∑

i=1

gi,p(X)hi

)

=




p∑

i=1

gi,1(X)hi

...
p∑

i=1

gi,j(X)hi

...
p∑

i=1

gi,p(X)hi




en identifiant les lignes aux colonnes

1
2
∇ϕ2(h) = G(X)h

Finalement, ∇L(h) = ∇F (X) + G(X)h

5−a)

La matrice tJJ est une matrice symétrique réelle appartenant à Mp(R). Elle est donc diagonalisable en
base orthonormée. Soit λ une valeur propre de tJJ et Y ∈ Mp,1(R) un vecteur propre associé.
tJJY = λY =⇒ tY tJJY = λtY Y , ce qui s’exprime aussi t(JY )JY = λtY Y , ou encore ||JY ||2 = λ||Y ||2

Y 6= 0 =⇒ ||Y ||2 > 0, on a alors λ =
||JY ||2
||Y ||2 , donc λ ≥ 0

5−b)

Il s’agit de montrer que Ker tJJ = {0} =⇒ KerJ = {0}.
Montrons d’une manière générale que Ker tJJ = KerJ

• Soit Y ∈ Ker tJJ : Y ∈ Mp,1(R) et tJJY = 0. Cela implique tY tJJY = 0, ou encore ||JY ||2 = 0.
On a JY = 0, donc Y ∈ Ker J .

• Soit Y ∈ KerJ : Y ∈ Mp,1(R) et JY = 0. On multiplie par tJ à gauche et on a tJJY = 0 :
Y ∈ Ker tJJ .

On a bien l’égalité Ker tJJ = KerJ .

Donc si tJJ est inversible, son noyau est nul, donc celui de J aussi et le rang de J égal p

6)

Si ĥ est un point critique de L, alors ∇L(ĥ) = 0.

D’après 4−b), on a alors : ∇F (X) + G(X)ĥ = 0, soit G(X)ĥ = −∇F (X) ; donc

tĥG(X)ĥ = −tĥ∇F (X) = −〈ĥ,∇F (X)〉.
Ceci s’écrit aussi tĥtJJĥ = −〈ĥ,∇F (X)〉, et finalement ||J(X)ĥ||2 = −〈ĥ,∇F (X)〉.

On a immédiatement 〈ĥ,∇F (X)〉 ≤ 0

7−a)

Si la matrice G(X) est inversible, alors l’équation G(X)ĥ = −∇F (X) admet une unique solution :

ĥ = −(G(X))−1∇F (X). Or d’après 4−b), ∇F (X) = tJ(X)f(X), donc

ĥ = −(G(X))−1 × tJ(X)f(X)

7−b)

Montrons que J(X)ĥ 6= 0 pour avoir 〈ĥ,∇F (X)〉 < 0

Si J(X)ĥ = 0, alors ĥ ∈ Ker J(X). Donc d’après 5−b), ĥ ∈ Ker tJ(X)J(X), c’est-à-dire ĥ ∈ KerG(X).

Par hypothèse, G(X) est inversible, donc Ker G(X) = {0}. On aurait donc ĥ = 0.

D’après 4−b), ∇L(0) = ∇F (X) 6= 0. Cela est contradictoire.

Conclusion : J(X)ĥ 6= 0, donc ||J(X)ĥ|| > 0 et par conséquent 〈ĥ,∇F (X) < 0〉 = −||J(X)ĥ||2 < 0
d’après 6).

ĥ est une direction de décroissance de F (X)

Soit Y un vecteur non nul de R
p.

tY ∇2L(ĥ)Y = tY G(X)Y (d’après 4−c)), donc tY ∇2L(ĥ)Y = ||J(X)Y ||2 (car G(X) = tJ(X)J(X).

Or G(X) inversible implique J(X) inversible et J(X) inversible et Y 6= 0 impliquent J(X)h 6= 0

Donc ∀Y ∈ R
p (Y 6= 0) =⇒ (tY ∇2L(ĥ)Y = ||J(X)Y ||2 > 0). C’est une condition

suffisante pour que ĥ soit un minimum local d’après le développement limité à l’ordre 2.

PARTIE III

1)

La matrice tJJ est une matrice appartenant à Mp(R), symétrique, donc diagonalisable en base
orthonormée. Il existe une matrice diagonale D ∈ Mp(R), il existe une matrice V ∈ Mp(R), orthogonale
(tV = V −1) telles que D = tV tJJV .

On sait que les valeurs propres de tJJ sont positives ou nulles (d’après II−5−a)). Rangeons ces valeurs
propres dans l’ordre décroissant large, notons q la somme des dimensions des sous-espaces propres associés
aux valeurs propres non nulles (il y en a car tJJ est diagonalisable et non nulle). Si q < p, alors
dimKer tJJ = p − q > 0 et il y a p − q zéros sur la diagonale de D. Si l’on note λ1, . . . , λq, λq+1, . . . , λp

les termes diagonaux de D, on peut ecrire D =




λ1

. . .

λq

λq+1

. . .

λp
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avec λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λq > 0 et λq+1 = . . . = λp = 0

2−a)

Le rang de la matrice tJJ est égal au rang de D puisque les deux matrices sont semblables.

rang(tJJ) = q

2−b)

On sait que ∀i ∈ [[1; q]], Vi est un vecteur propre de tJJ associé à la valeur propre λi > 0 : tJJVi = λiVi.

Donc (J tJ)JVi = λiJVi.

Si JVi = 0, alors Vi ∈ KerJ , donc Vi ∈ Ker tJJ d’après II−5−b) ; le vecteur Vi serait un vecteur propre
de tJJ associé à la valeur propre 0, ce qui est faux.

Donc JVi est un vecteur propre de J tJ associé à la valeur propre non nulle λi.

Toute valeur propre non nulle de tJJ est une valeur propre non nulle de J tJ . Par symétrie des rôles joués
par J et tJ , on en déduit que toute valeur propre non nulle de J tJ est une valeur propre non nulle de
tJJ .

Les matrices J tJ ∈ Mn(R) et tJJ ∈ Mp(R) ont les mêmes valeurs propres non nulles

2−c)

Nous supposerons que la famille ((Y1, . . . , Yr) est une base orthogonale du sous-espace propre
de tJJ associé à une valeur propre λ > 0, ce qui semble avoir été omis dans l’énoncé.

Soit (Y1, . . . , Yr) une base orthogonale de vecteurs propres du sous-espace propre de tJJ associé à une
valeur propre λ > 0.

Soit (α1, . . . , αr) ∈ R
r /

r∑

k=1

αkJYk = 0. Prenons le produit scalaire de ces deux membres avec JYi pour

i ∈ [[1; r]]. On obtient, après avoir utilisé la linéarité par rapport à la première variable du produit scalaire,
r∑

k=1

αk〈JYk, JYi〉 = 0 ⇐⇒
r∑

k=1

αk
t(JYk)JYi = 0

⇐⇒
r∑

k=1

αk
tYk

tJJYi = 0

⇐⇒
r∑

k=1

αkλtYkYi = 0 puisque Yi est un vecteur propre de tJJ associé à λ

⇐⇒ αiλ||Yi||2 = 0

puisque les vecteurs Yk sont deux à deux orthogonaux.

λ > 0 et ||Yi||2 > 0 ; l’égalité précédente implique αi = 0

∀(α1, . . . , αr) ∈ R
r /

r∑

k=1

αkJYk = 0 =⇒ αk = 0 pour tout k ∈ [[1; r]] : la famille (JYk) est libre

2−d)

Soit Eλ le sous-espace propre de tJJ associé à la valeur propre λ > 0 et notons r sa dimension. Soit

(V1, . . . , Vr) ∈
(
Mp,1(R)

)r

une base orthogonale de Eλ.

On vient de voir que la famille (JV1, . . . , JVr) ∈
(
Mn;1(R)

)r

est une famille libre de E′
λ, sous-espace

propre de J tJ associé à λ > 0. Si l’on note r′ sa dimension, on en déduit r ≤ r′. Par la symétrie de rôles
joués par tJ et J , on en déduit que r′ ≤ r.

Conclusion r = r′.

Puisque tJJ est diagonalisable, son image est égale à la somme des sous-espaces propres associés aux
valeurs propres non nulles. De même pour J tJ . D’après le résultat précédent, et puisque ces deux matrices
ont les mêmes valeurs propres non nulles, on conclut

Les matrices tJJ ∈ Mp(R) et J tJ ∈ Mn(R) ont le même rang q

3−a)

∀i ∈ [[1; q]], λi > 0, donc Ui = 1√
λi

JVi existe et appartient à R
n ou Mn,1(R). Soit (i, j) ∈ ( [[1; q]] )2.

〈Ui, Uj〉 = 1√
λi

√
λj

〈JVi, JVj〉

= 1√
λi

√
λj

t(JVi)JVj = 1√
λi

√
λj

tVi
tJJVj

= 1√
λi

√
λj

tVi(
tJJ)Vj

= 1√
λi

√
λj

λj
tViVj car Vj est un vecteur propre de tJJ associé à λj

Les vecteurs Vi et Vj sont des vecteurs colonnes de la matrice V , qui est une matrice orthogonale, donc
ces deux vecteurs sont normés et orthogonaux dès que i 6= j. D’où le résultat :

〈Ui, Uj〉 =






0 si i 6= j
λj√

λj

√
λj

= 1 si j = i

La famille (Uk) 1 ≤ k ≤ q est une famille orthonormale de R
n, formée de vecteurs propres de J tJ car Vk

est un vecteur propre de tJJ , donc JVk est un vecteur propre de J tJ , donc Uk aussi.

3−b)

(U1, . . . , Uq) est une famille libre (orthonormale) de q vecteurs propres de J tJ , associés aux valeurs propres
non nulles de J tJ . Donc ∀j ∈ [[1; q]], Uj ∈ Im(J tJ).

La dimension de cette image est q d’après 2−c), donc (U1, . . . , Uq) est une base orthonormée
de Im J tJ ; c’est aussi une base orthonormée de la somme des sous-espaces propres associés
aux valeurs propres non nulles de J tJ .

Puisque la matrice J tJ est diagonalisable (en base orthonormée d’ailleurs) les sous-espaces propres sont
supplémentaires. Le sous-espace propre associé à la valeur 0 est Ker(J tJ).

R
n = Im(J tJ)

⊕
Ker(J tJ) ; d’ailleurs ces deux sous-espaces sont orthogonaux.

Donc si l’on prend une base orthonormée (Uq+1, . . . , Un) de Ker(J tJ), la famille

(U1, . . . , Uq, Uq+1, . . . , Un) est une base orthonormée de R
n

4)

Soit S′ = tUJV , on remarque que S′ ∈ Mn,p(R) car V ∈ Mp(R), J ∈ Mn,p(R), U ∈ Mn(R). Ecrivons
s′i,j son terme général (on a 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ p).

s′i,j est le résultat du produit de la i ème ligne de tU , qui est tUi, et de la j ème colonne de JV , qui est

JVj . Donc s′i,j = tUiJVj = 〈Ui, JVj〉

• Pour 1 ≤ j ≤ q, s′i,j = 〈Ui,
√

λjUj〉 d’après la définition des Uj , donc s′i,j =
√

λj〈Ui, Uj〉, ce qui
donne

∀j ∈ [[1; q]], s′i,j = 0 pour i 6= j et s′j,j =
√

λj puisque Uj est normé.

• Pour j ≥ q + 1, le vecteur JVj est nul ; en effet, Vj est un vecteur propre de tJJ associé à la valeur
propre 0, donc c’est un vecteur de Ker tJJ d’après la question 1) ; d’après la question II−5−a) on sait
que Vj est aussi un vecteur de Ker J , donc JVj = 0 et par conséquent 〈U,JVj〉 = 0
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