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Partie |

Exemple 1

a)
Les applications f et f, sont des applications polynomiales définies sur R?, elles sont donc de classe C?
sur R2.

Flay,22) = $(f2@1,22) + f3(21,22)

0 [Z)
375(561@2) = ancllfl(Il,Zz) + Tﬁfz(h,xz)

=2z(z¥+ 2o+ 1)+ (z1 + 25 +1)
:2z§+2z1z2+3z1+z§+1

0, 0,
%(11»702) = aTJ;;fl(EhM) + Tng(IhIz)

= (22 + 22+ 1) + 222(v1 + 23 + 1)
=$§ + 2129 +2zg + 3z +1

| VE(zy,22) = (223 + 22129 + 321 + 23 + 1,27 + 22122 + 223 + 332 + 1)

b)
(21, x2) est un point critique de F si et seulement si VF(zq,z2) =0

223 + 22129 + 3z + 23 +1 =0
22+ 2r130 4+ 223 + 300 +1 =0 Loe— Lo— 1L

VF(Il,iEQ) =0 << {

— 228 + 2z1w2 + 331 + 23 + 1 =0
23 —a) + 22 — a3 +3(w2—x1) =0
— 223 + 22109 + 3z + 23 +1 =0
(w2 — 1) (2(x? + 2122+ 23) — (21 +22) +3 =0
223 4+ 2r120 + 37 +23+1 =0 (1)
(v2 — 1) (223 + 22122 + 223 — 31 —22+3) =0 (2)
c)
Considérons 2x? + 21172 + 273 — 21 — T2 + 3 = 223 + x1(272 — 1) + 223 — 22 + 3 comme un trindme
en z1. Son discriminant A vaut (2z2 — 1)2 — 8(223 — 22 + 3) = —1223 + 4a5 — 23. Il est alors immédiat

que le discriminant de ce nouveau trindéme est négatif ; ce trinéme reste strictement négatif , A < 0, d’out
(229 — 1)% — 8(223 — 29 + 3) = —1222 + dwy — 23 = 222 + 2wy20 + 222 — 21 — 22 +3 >0

Le trindme 222 + x1 (222 — 1) + 223 — 25 + 3 n’a pas de racines réelles ; il est donc constamment du signe
du coefficient de 27 :

V(zy,z0) € R?) 222 + 22120 + 203 — 21 — 22+ 3 > 0.
L’équation (2) donne z; = xo et ’équation (1) s’écrit alors 2% + 327 + 3z, + 1 = 0.
Etudions le polynéme P défini par Vo € R, P(z) =22 + 322 + 3z + 1
P'(z) =3(22% + 2z + 1) ; Vo € R, P'(z) > 0 car son discriminant § = —4.
On en déduit que P est une bijection de R dans R (car P est continue, strictement croissante).

Conclusion : P admet une unique racine réelle ; on constate facilement que P(—%) =0



Finalement 1'équation VF(z1,22) = 0 admet une unique solution (z1,z2) = (— 1 7l)

La fonction F admet un point critique et un seul (—%, —%)

d)
La fonction F est de classe C? sur R2, on peut donc appliquer le théoreme Schwarz.
g};(acl,rz) =627 + 272 + 3
’F  _ _9’F _
8110x2 - 83:2811 ($1, ;132) B 2Z1 + sz
‘37};(11,952) =2z, +623+3
2

2
On a alors V2F(zy, 23) = (6901 +2w5+3 2x1 + 229 >

2wy +2ry  2m1 + 623 +3

T
int criti a1 1 3 2
Au point critique, V F(_§7 _5) = 7

—92 )
(sz—rt)(—%,—%)=4—%= 33 0ot r>0.
La fonction F' admet au point (7%, 7%) un minimum local

e)

Of ) Oh )

01 Oz 221 1
o J(X)= 9 9 =

Ofs X Ofs X 1 2

7, %) 35, %)
On remarque que 'J(X) = J(X).

ase = (3 L) (4690)
(s ()

_ 2x:f + 22129 + 321 +z§ +1
T\ 223+ 27w + 370 + 22 + 1

’ On remarque que *J(X)f(X) = VF(X) puiqu'on a identifié R? et My 1(R)

o G(X)="J(X)J(X) :( dat+1 2x1+2x2>

2x1 + 229 4I%+1
2 2 2
Phiy)—g. Ph _ Oh

I —0.Phixvy 0.
(d’apres Schwarz) = 0 ; —5-(X) = 0 ; donc

3x% P 0x10x9  Ox901 0a2
V2 A (X) = (3 8)

%foz (X)=0; agfgig = aizgil (d’apres Schwarz) =0 ; %ng (X) =2 donc
V2 A(X) = (8 g)
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2
+th v2f1 _ ( 4y +1 2z + 229

. 2 0
%y + 20y 4aE+1 )Hzl”ﬂ"’“)(o 0
+(x1+x§+1)<8 g)

4171+1+211+212+2 211 4 222
2x1 + 224 4z2+1+2z1+2z2+2

_ (63} +2220+3 2z + 22
- 2x1 + 2xo 623 + 221 + 3

+Zfz V2 fi(X) = V?F(X)

a)
n
F(:cl,xg) = %Z(a,ﬁtl +b7‘,$2 —Ci)z
i=1
n
OF _
87151(9617362) = Za (aiz1 + bize — ¢;) = zlza +x22a1b - Zazc1

I’
-

E

®x1 + {a,b)z2 — (a,c)

bi(a;x1 + bjza — ¢;) —mlzazb +z22b2 ZbQ

a b>x1 +IblPw2 — (b, c)

Il
M:

%(9617 1’2)

o~

’ VF(xy, 22) = (lalPz1 + {a, b2z — (a,c), (@, b1 + ||b][*22 — (b, c))

b)

On sait, d’apreés l'inégalité de Cauchy-Schwarz, que |(a,b)| < ||al|||b]|. On sait aussi qu’il y a égalité si
et seulement si les vecteurs a et b sont liés. D’apres les hypotheses, les vecteurs a et b sont libres, donc
I'inégalité est stricte :

[{a,b)| < [lall|[b]], ce qui équivant & (a,b)* < [|al|?|[b||?
e Le couple (z1,z2) est un point critique de F si et seulement si VF(zy,z2) =0
llal[*z1 + (a,b)z2 = (a,c)

(@, by +[IblPw2 = (b,c) Lo llal’Lz — {a,b) L
opération permise car ||al|? # 0

VF(z1,22) =0 <= {

<~ { Ha’”zml + <a7 b>I2 = <a7 C>

(lalPlI]1? = {a, )*)z2 = [lall*(b, ¢) = (a,b){a, c)
D’apres le point précédent, (||al|?(|b]|? — (a,b)?) > 0.

’ Le systéme est de Cramer : il admet donc une unique solution notée (77, 3)

e Calcul de la solution
llal[*¢b, ) — {a,b){a, c)
llall*[8l[* — (a, )

La premiere ligne du systéme va donner 71

On a tout de suite 75 =



S N O 1 X B O YOO
1 HaH2(< > <7b> HaH2I|bH27<a7b>2 )

opération permise car ||al|? # 0

1 1

1 1

D’ou les résultats :

= T e ey UelP (1B = () o.e)) )

Tl W((m AlalPIBl* = (a, )(a,0)* — [lal|*(a. b)(b, ) + (a, b>2(a»0>)

— _ [IBl*{a. ) — (a.b){b, o)

— _ llalPP(,¢) — {a, b)(a, )

9*F O*F
m(xhl‘z) W(Il’xﬁ

£
(k% )

(2 —rt)(@1,72) = (a,b)% — [la|?[]B]|* < 0

Ty = et o =
llall?[[o]]* — (a,b)? llal[?[B][* — (a,b)?
c)
2 2
i) g0l (nm)
V2F(z1,72) = 1

s ’ (s? —rt)(z1,72) < 0 et 7(z1,72) > 0 : F possede en (z7,73) un minimum local

4

d)

7

qualors F(X) = (Y|

2 €€ bz,

% Considérons le vecteur Y = (Y7, ...

ay

Si 'on consideére la matrice A € M,, »(R) suivante : A= | q;

a1z + bizo

on a immédiatement AX = | a;x1 + bjao

ATy + bnTo
c1

Introduisons maintenant le vecteur C' = | :
Cn

a 171 + bizy — 1
a; T +bi(l?2—ci =AX - C.

an®1 + bpra —Cpy

| Fo0 = jax -

JYi, ..., Y,) de R" ou Vi € [1,n], Y; = (aiz1 +biz2 — ¢;). On constate

by
b | et X = <$1> € My1(R),
. zz

bn

) € M,,1(R), on obtient

e La matrice A est de rang 2 puisque les vecteurs a et b sont libres. D’apres le cours sur les moindres
carrés, ||AX — C|| sera minimale pour 'unique vecteur X de R? donné par : X = (*4A4)~! x tAC.

Vérifions que X = (z1,73) : cela prouvera que le minimum est global.

ay bl 5
tAA = ar ... Gn . . — HU‘H <a7b>
b ba o (a.b) 1BI1?
ap by
e Calcul de (*fAA)~! (on sait que cette matrice existe car A, donc *A sont inversibles) . Pour cela

résolvons le systeme : tAA ([ F ) = (¢
ot sytme 44 () = (5

2 by =«
tAA z):<a> <:>{HOLHI+<(1, Yy
<y B (a,b)z+|PplPy =7
On a déja résolu ce systéme a la question b) : il suffit de changer (a,c) en «, (b,c) en 3 et z1 en z, z2 en
y : les formules

> d’inconnues z et y.

R e N Y SO 1 0 R ) 0 S
S AP = (@b T Pl — (et o
oo bPa—(ab)s a5 a.ba
al PO — (a,b)? Tal PO — (.52
Matriciellement
SN_ 1 (bE —@b) [a
(y) = TelPTRIP — (@, <—<a’b> all? > <ﬁ>
N 1 b2 —(a,b)
(44) *uau2ubu2—<a,b>2<f<a,b> ol )
. fa ... oay (:.1 ([ {a,¢)
o= () (F) - (1)
- ! Bl —(a,0) ( {a,0)
* ‘|\a|\2\|bn2—<a,b>2(—<a,b> all? )((b,c>>
_ 1 (|\b||2<a,c>—<a,b><b7c>>
el — (@52 \ llal (b, — (a, ) {a, <)
X= (g) : F' admet en (77, 73) un minimum global
a)
F(X) =g (@+a—a)

%(X) :Z(zl +x3—¢;) =n(r1 +x2—C) car c= %ch

i=1 i=1
ng;( ) = Z;(Il +a2 —¢) =n(z1+32-70)

VF(X) = (n(z1 + 22 — ©),n(z1 + 22 — ¢))

Les points critiques de F' vérifient : 21 + 29 =¢




b) o g L
Soit (z7,72) un point critique de F. . . .
n n n F) ) af 9 n'
F(z1,73) = %Z (z1 +x2—cl %Z (c—c) 2. Or par définition, s? = %Z c—ci)? Donc LI(X) = 02 (X) .. 8zi(X) H{:i (X)
i=1 i=1 i=1
8f1 of; Ofn
LX) gl gl
. , Shxy %(X) LI
o F(ry,m) — F(T1,T2) = %Z(m +ag - )’ - ' ' ' S1(X)
i=1 : : : :
n ) of of; O fn '
=33 @ +a—te—c)? - (X)) f(X) = axli(X) g X) 8zi(X) £(X)
i—1 . :
n n n 2 : N
=%;(Z1+m2—6)2+%;c—c)2+%;m1+x2—c c—ci)—% gil( X) .. %(X) gin( X) fn(X)
- - ,n_ P I4 P
n 2, ns? ns?
=gt e ="+ 5 4 (21 + 22 - 7) Zl(c —ei) -y tJ(X)f(X) est une colonne dont la i ®™® ligne est Z afJ (X)fj(X). Comme on assimile les colonnes
n j=1
_n — — —
T2 (@1 + 22 =) + (21 + 22~ 7) (nc ch) aux listes, on peut dire que *J(X)f(X) est une n—liste dont le i ®™® terme est Z afj (X)f;(X). On

i=
B reconnait le i “™¢ terme de VF(X)

| Flonan)— F@73) = o 42020 | [ v =00

c) b)
i i 2 - F(71,72 *F(X
On vient de voir que ¥(w1,z2) € R, F(zy,z2) = F(71,72) 2 0 Par définition, VX € RP, V2F(X) = <?9x éz)) € Mp(R). Cette matrice est symétrique d’apres le
kOL
Aux points critiques , F orésente des minima globaux théoréme de Schwarz puisque F est de classe C? sur RP. Explicitons un peu :

PF(X)  OF(X) 82F(X))

éme q; 2
La k ligne de V2F(X) est (axkaxl O Gz, Danda,

11 était prévisible que F' ne pouvait pas présenter de maximum globaux car lirﬂ F(z1,22) = 400.
P p———

D’autre part, pour tout j € [1;p]
2000 -5~ 2809 ), aome ik ) € (5ol )P
a) PF(X) 0fi(X) 0fi(X > fi(X
o oF OF Oxp0x; Z o0z azk Z Bxkax @)
Par définition, VF(X) = (a—(X),,a—(X)))
1 7, £i(X) P fi( X )
F(X) = %iff(X 9z T Om0m,
af o Vie[lin], Vfi(X) = : f € My(R)
vie Lol GEX) =Y Gl (0(X) S .(X) 21(X)
=t Ox,0x1 T ox2
of ofr ofr P »
(Xx) .. (X) . o (X)
3z1 3;1;] Ozp V(k,j) € ([1;p] )? % est le terme général de V2F(X)
ofi f; [2) i: LIPS :
Or J(X) = 3; x) .. 83{;( ) 32{1) (X) |, donc Z agiX) 61(;’5?) est le terme général de *J(X)J(X)
i=1 7
: % fi(X L
%(X) gi:( ) - giZ( ) 890];((990]-) fi(X) est le terme général de fi(X)V2f;(X),
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2 € 2=

7 )i

donc, d’apres I'égalité (1), le terme général de V2(F(X) est égal au terme général de *.J(X)J(X) + la
somme, pour i € [1;n], du terme général de fi(X)V2f;(X)

+Zfz

Conclusion : V2(F(X) = IV2fi(X) = )+ Z LX)V (X

Partie Il
1) n
L(h) = Sl = Sy
= LUF(0) + TOR)(F(X) + J(X)h)
(1) + Rt T (X)) (F(X) + T (X)h)
(F(X)FX) + F(X)T (X + BT (X) F(X) + BT (X) T (X)h)
LUFQOIP + 1 £(X)J(X)h+ BEI(X) £(X) + ThG (X))

J(X) e My ,(R) , h € Mp1(R), donc J(X)h € M, 1(R)
F(X) = (fi(X),..., fa(X)) € R™ que 'on assimile & M,, 1(R) ; il en résulte que ! f(X)J(X)h € My (R),
donc *f(X)J(X)h € R.

Meéme raisonnement pour *h*J(X)f(X). Donc ‘At J(X)f(X) =

L]

\»—I DO D[

(X0 S(X)) = FOI(X)R
11 en résulte que L(h) = Q(Hf( P+ 20T (X) f(X) + ThG(X)h)
(X

D’apres I-4—b), 'J(X) f(X) = VF(X) et on sait que %Hf(X)H2 = F(X), donc

L(h) F(X) + ' J(X) f(X) + $ThG(X)h

F(X)+'hVF(X) + $'hG(X)h

d’aprés [-4—a)

2—a)
La matrice P est symétrique réelle de M, (R), elle est donc diagonalisable en base orthonormée.
2—b)
1l existe donc une matrice orthogonale @) appartenant & M,(R), il existe une matrice diagonale D
appartenant & M,,(R) telles que P = QDQ~! = QD'Q (puisque Q est orthogonale).

thPh = 'hQD'Qh = '(*Qh) D'Qh.
Posons Y ='Qh ; Y appartient & M, 1(R). On peut écrire Y = (y1,...,y,) en identifiant, comme le dit
I’énoncé, les éléments de RP, les matrices colonnes de My, 1(R) et les matrices lignes de My ,(R).

P
L'égalité précedente devient thPh =Y DY = Oy}
k=1

P
L’inégalité triangulaire donne |'hPh| < Z |0k [y}

k=1
Or par hypothese vk e [1; p]] |6 < 6 . On multiplie ces inégalités par y7 > 0 et on les ajoute ; il vient

Z |05 |y2 < Z@yk < OZyk, soit finalement

k=1 k=1 k=1
[thPR| < 0]|Y|?

3—a)
F est de classe C? sur RP , son développement & l’ordre 2 existe et on a Vh € RP,
F(X+h)=F(X)+(VF(X),h)+ %qx(h)-FHths(h) avec }lliir%)e(h) = 0 et ol gx est la forme quadratique
associée a la hessienne de F' au point X.

3—b)
(VF(X),h) = thVF(X) et gx(h) = thV2F(X)h.

+Zfz

F(X+h) =F(X)+hVF(X)+ %th(

D'aprés I-4—b), gx(h) = ( Y2 fi(X )h, done
+Zfz Y2 (X))t 1Bl Pe(h)

= F(X) + '"hVF(X) + }'hG(X h+1*h(zf1 )V2£i(X) )b+ Bl e ()

—L(h)

F(X+h) =1L (Zf

Pour tout indice i € [1;n], la matrice f;(X)V2f;(X) est symétrique réelle & cause du théoreme de

)L Vet IBIPe(h) ()

Schwarz, donc la matrice 5 (Z Fi(X)V2fi(X) ) est aussi symétrique réelle.

Posons P = %(Z Hi(X)V2fi(X) ) Dégalité (2) s’écrit

F(X + h) = L(h) + thPh + ||h||?e(h)
"hPh+ IRE h)‘
(Al

1 (e 2
< iy (1R 1BIP1 () )

<ﬁ\ hPh|+ ||All(h)|

h2o, ‘F(X+h)fL(h)‘

(1]

<

[I2]?
(1Al

< OlRIl+ IAllle(h)]
}}in})(&HhH + ||h|||e(h)|) = 0 donc par encadrement

<

+||h|lle(h)]  d’apres 2—b)

o | FCC+ 1)~ L(B)

=0
h—0 |||

P
9
pa(h) = 'hVF(X) = 3 hiGE(X) 5 done ok () = SF(X)

Z gii(X)h?+2 Z 9i.k(X)hihy, d’apres la formule classique du développement d’une forme
1<i<k<p
quadramque lorsque 'on connait sa matrice.

Soit j € [1;p] ; réécrivons la deuxiéme somme de ce développement en faisant apparaitre les termes en

hy



2 9C [z

Z Gik(X)hihy, = Z 9i,5(X)hihj + Z 9i.k(X)hjhy + Z 9ik(X)hihy

1<i<k<p 1<i<j<p 1<j<k<p léf,fff
9pa(h)
2 = Xhi+2 Y gii(Nhi+2 > gra(X)hi;
J 1<i<j<p 1<j<i<p

la derniére somme vaut 2 Z 9i,j(X)h; car G est symétrique, donc
1<j<isp

3<P2 —9 Z gig(X

=F(X)+ ¢1(h) + %gog(h) ; par linéarité du gradient, VL(h) = Vi (h) + %Vgog(h).

0 0 0
1Vea(n) = (B—}Lf(X),...,a—;jz(X),...,a—?(X))
P P
= (Z Zgz] hl7"'7zgi,P(X)hi)
z:pl i=1
Zgi,l(X)ht
i=1
P
= | > gis(x)hs
i=1
.
R
Zgl,p
en identifiant les lignes aux colonnes
1Vea () = G(X)h
‘ Finalement, VL(h) = VF(X) 4+ G(X)h
5—a)

La matrice *J.J est une matrice symétrique réelle appartenant & M, (R). Elle est donc diagonalisable en
base orthonormée. Soit A une valeur propre de *J.J et Y € M, 1(R) un vecteur propre associé.

tJJY =Y = 'Y'JJY = AYY, ce qui s’exprime aussi {(JY)JY = A'YY, ou encore ||JY||? = A||Y|?

2
Y #0=||Y||*> >0, on a alors A = “lﬁ‘ll , donc

5-b)
1l s’agit de montrer que Ker?JJ = {0} = Ker J = {0}.

Montrons d’une maniére générale que Ker !.JJ = Ker J

o Soit Y € KertJJ:Y € M,1(R) et LJJY = 0. Cela implique *Y*JJY = 0, ou encore ||JY|> =0
OnaJY =0, donc Y € Ker J.

o Soit Y € KerJ : Y € M, 1(R) et JY = 0. On multiplie par ‘J & gauche et on a ‘JJY = 0 :
Y € KertJJ.

On a bien I'égalité Ker'JJ = Ker J.

’ Donc si *JJ est inversible, son noyau est nul, donc celui de J aussi et le rang de J égal p ‘
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6)
Si 1 est un point critique de L, alors VL(E) =0.

D’aprés 4—b), on a alors : VF(X) + G(X)E =0, soit G(X)E = —VF(X) ; donc
hG(X)h = —'hVF(X) = —(h, VF(X)).

Ceci s'éerit aussi *ht.J.Jh = —(h, VF(X)), et finalement ||.J(X)h||? =

—(h, VF(X)).

On a immédiatement <Tl, VF(X)) <0

7-a)
Si la matrice G(X) est inversible, alors 'équation G( )ﬁ = —VF(X) admet une unique solution :
h=—(G(X))"'VF(X). Or d’apres 4—b), VF(X) = *J(X)f(X), donc

h=—(G(X))™" x LJ(X)f(X)

7—b)
Montrons que J(X)h # 0 pour avoir (h, VF(X)) <

Si J(X)h =0, alors he Ker J(X). Donc d’apres 5—b), heKertJ (X)J(X )A cest-d-dire h € Ker G(X).

Par hypothese, G(X) est inversible, donc Ker G(X) = {0}. On aurait donc h = 0.

D’apres 4—b), VL(0) = VF(X) # 0. Cela est contradictoire.

Conclusion : J(X)?l # 0, donc HJ(X)EH > 0 et par conséquent (E,VF(X) <
d’apres 6).

0) = —|[7(X)h[* < 0

T est une direction de décroissance de F(X)

Soit Y un vecteur non nul de R?.
tYV2L(R)Y =Y G(X)Y (Qaprés 4—c)), done *YVZL(A)Y = ||J(X)Y|? (car G(X) = tJ(X)J(X).
Or G(X) inversible implique J(X) inversible et J(X) inversible et Y # 0 impliquent J(X)h # 0

Donc VY € R? (Y # 0) = (‘'YV2L(R)Y = [|J(X)Y]|* > 0). Clest une condition
suffisante pour que h soit un minimum local d’apres le développement limité a I'ordre 2.

Partie Il
1) u

La matrice *JJ est une matrice appartenant & M,(R), symétrique, donc diagonalisable en base
orthonormée. Il existe une matrice diagonale D € M, (R), il existe une matrice V € M, (R), orthogonale
(tV = V1) telles que D =tVtJJV.

On sait que les valeurs propres de .J.J sont positives ou nulles (d’apres II-5—a)). Rangeons ces valeurs
propres dans 'ordre décroissant large, notons ¢ la somme des dimensions des sous-espaces propres associés
aux valeurs propres non nulles (il y en a car JJ est diagonalisable et non nulle). Si ¢ < p, alors
dimKer?JJ =p—q>0etily ap— q zéros sur la diagonale de D. Si Pon note Ar,...,Ag, Ag41s---, Ap
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les termes diagonaux de D, on peut ecrire D = 4 At
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2-a)

Le rang de la matrice 'J.J est égal au rang de D puisque les deux matrices sont semblables.

S>> 0et Aggr=...=A, =0

rang(*JJ) =¢q

2-b)
On sait que Vi € [1;¢], V; est un vecteur propre de *JJ associé & la valeur propre \; > 0 : 'JJV; = \;V;.
Donc (J1J)JV; = \iJV;.

Si JV; =0, alors V; € Ker J, donc V; € Ker!JJ d’apres [I-5—b) ; le vecteur V; serait un vecteur propre
de *.JJ associé & la valeur propre 0, ce qui est faux.

Donc JV; est un vecteur propre de J*.J associé & la valeur propre non nulle \;.

Toute valeur propre non nulle de *.J.J est une valeur propre non nulle de J*.J. Par symétrie des roles joués
par J et '.J, on en déduit que toute valeur propre non nulle de J'.J est une valeur propre non nulle de
tJJ.

Les matrices J'J € M, (R) et JJ € M,(R) ont les mémes valeurs propres non nulles

2—c)

Nous supposerons que la famille ((Y7,...,Y;) est une base orthogonale du sous-espace propre
de 'JJ associé a une valeur propre \ > 0, ce qui semble avoir été omis dans I’énoncé.

Soit (Y1,...,Y,) une base orthogonale de vecteurs propres du sous-espace propre de '.JJ associé¢ & une
valeur propre A > 0.

Soit (a1,...,q,) ER" / Z arJY;, = 0. Prenons le produit scalaire de ces deux membres avec JY; pour

k=1
i € [1;r]. On obtient, apreés avoir utilisé la linéarité par rapport & la premieére variable du produit scalaire,

S ar(JY, V) =0 = > o (JV)JY; =0
k=1 k=1

-
= aIIIY =0
k=1

< Z apA'YY; =0 puisque Y; est un vecteur propre de f.JJ associé & A
k=1
= a\Yi|]? =
puisque les vecteurs Y}, sont deux & deux orthogonaux.

A >0 et [|Vi]|? > 0 ; I'égalité précédente implique c; = 0

T
Y(a,...,ap) ER™/ ZakJYk =0 => oy, = 0 pour tout k € [1;7] : la famille (JY}) est libre
k=1

2—-d)
Soit E) le sous-espace propre de tJJ associé a la valeur propre A > 0 et notons 7 sa dimension. Soit
,...,V,) € (Mp,l(]R)) une base orthogonale de E).

”
On vient de voir que la famille (JV4,...,JV,) € (/\/ln;l(]R)) est une famille libre de Y}, sous-espace

propre de J'J associé & A > 0. Si I’on note r’ sa dimension, on en déduit r < r’. Par la symétrie de roles

joués par ‘.J et J, on en déduit que 7’ < r.

Conclusion r = 7/,

Extrait gfailil dedneumantle doel et oiiaifalles iipor = 23 pages.

Puisque J.J est diagonalisable, son image est égale 4 la somme des sous-espaces propres associés aux
valeurs propres non nulles. De méme pour JtJ. D’apres le résultat précédent, et puisque ces deux matrices
ont les mémes valeurs propres non nulles, on conclut

Les matrices 'J.J € M,(R) et J'.J € M,(R) ont le méme rang q

3-a)
Vi € [1;¢], A\i > 0, donc U; = \/%JVi existe et appartient & R”™ ou M, 1(R). Soit ( ([t;4])?
(Ui, Uj) (JV;, JV})
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Les vecteurs V; et V; sont des vecteurs colonnes de la matrice V', qui est une matrice orthogonale, donc
ces deux vecteurs sont normés et orthogonaux des que i # j. D’ou le résultat :

0 siidj
VU =4 N

VAV

La famille (Ug) 1 < k < g est une famille orthonormale de R™, formée de vecteurs propres de J*.J car Vj
est un vecteur propre de *.J.J, donc JV}, est un vecteur propre de Jt.J, donc Uj, aussi.

3-b)
(Uy,...,U,) est une famille libre (orthonormale) de ¢ vecteurs propres de J*.J, associés aux valeurs propres
non nulles de J'J. Donc Vj € [1;q], U; € Im(J'J).

La dimension de cette image est ¢ d’aprés 2—c), donc (Ui, ...,U,) est une base orthonormée
de Im J'J ; c’est aussi une base orthonormée de la somme des sous-espaces propres associés
aux valeurs propres non nulles de J'J.

HIV)IV; = —L V' 1TV,

1
Voo

A\;j'ViV;  car V; est un vecteur propre de *.JJ associé a \;

sij=i

Puisque la matrice J'.J est diagonalisable (en base orthonormée d’ailleurs) les sous-espaces propres sont
supplémentaires. Le sous-espace propre associé a la valeur 0 est Ker(J'.J).

R" = Im(J'J) @ Ker(J'J) ; d’ailleurs ces deux sous-espaces sont orthogonaux.

,Up) de Ker(J!J), la famille
U,,) est une base orthonormée de R"

Donc si on prend une base orthonormée (Ugy 1, . . .
(Ula'*'7Uq1Uq+11"'7

4)

Soit S' = tUJV, on remarque que S’ € M,, ,(R) car Ve Mp(R), J € M, p(R), U € M,(R). Ecrivons
s} ; son terme général (ona 1 <i<n, 1<j <p).

s+ est le résultat du produit de la i ®™® ligne de ‘U, qui est ‘U, et de la j ®™° colonne de JV, qui est

ij

JV;. Done| s, = U, JV; = Uy, JV;)

e Pour 1 < j < gq,s;; = (Ui, \/\U;) d’apres la définition des U; , donc s} ; = /Aj(Us, Uj), ce qui
donne

vj € [1;q], si; =0pouri#jets);=./); puisque U; est normé.

e Pour j > ¢+ 1, le vecteur JV; est nul ; en effet, V; est un vecteur propre de *.J.J associé¢ & la valeur
propre 0, donc c’est un vecteur de Kert.J.J d’aprés la question 1) ; d’apres la question II-5—a) on sait
que Vj est aussi un vecteur de Ker J, donc JV; = 0 et par conséquent (U JV;) =0



