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Centrale MP 2008

GRAVITATION, GRAVIMETRIE ET GEODESIE SPATIALE

Partie I : Attraction gravitationnelle et champ de pesanteur terrestre

I.A) Le champ de gravitation terrestre
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Théoréme de Gauss pour le champ de gravitation :

divG =—4TIGp < | {/G.dS nex =4 TIGMi

I.A.5) a) * Symétrie sphérique : Gr= GT(r)Er
* Théoréeme de Gauss a une sphere de rayonr :

_ - M.
ﬁGT. dS next = Gr(r) 4 ITr* = — 4 TIGMin(r) = Gr(r) =— M (1) 5 ®
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avec : i? Min(r) =My sit > Ry
3
r )
int(r) = Mt [R—TJ sir<Rr
M
Ainsi : Gr(r)=— G 3T1' r<Rr
T
M
GT(Y):—GZT r>Rr
r
|G+ [1
GO ----------------------- !
E > T
0 R
GM
b) Go=|G;|@t=R)= —F ~9,8ms”
T

¢) Le résultat Mi,(r) = M7 est valable méme si la terre n’est pas homogéne.

M .
= Gr(r) =— G —L sit > Ry reste valable
r
d) *Pourr<R;: |GT| (1) =ar = Miy(r) =pr’ = J‘iop (1) 4 TIrdr' = p(r') = p = cste
Gxp e
M. 3
*Pourr<R;: |GT|(r)=Goi= G ‘;‘(r) = 23 =Gp£Hr
R, r r 3
G M
D’ou : p= 3 0o _ 3 —
4TI R,G 4T RR,
A.N. : p~10*%kgm™
GM. r
e) Pourr € [R|,R1] : |GT(r)| = +(r) =Go=cste = Miy(r) = ar’ = '[O p(r') 4 TIr'*dr’
r

= p(r) décroissante (en l)
r
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I.B) Le champ de pesanteur terrestre

I.B.1) * Référentiel galiléen (ou inertie) : référentiel dans lequel le principe d’inertie est
satisfait (P = cste pour un systéme isolé).

* Référentiel géocentrique : référentiel barycentrique terrestre, en translation elliptique
(quasi circulaire uniforme) par rapport au référentiel de Copernic (donc a priori non galiléen,
sauf sur des durées At << T, = 1 an).

* Référentiel terrestre : « 1i€ a la terre », en rotation quasi uniforme autour de 1’axe des
poles par rapport au référentiel géocentrique.

1.B.2)

Vue de « dessus »

On voit que pendant la durée T, la terre a tourné de 2 IT + a.

Donc : T= 2 (T correspond a une rotation de 2 IT)
21T+«
Or: o= = _ 365,25 To=286164 s
365,25 366,25
Ty = 86400 s

= T, -T=236s~4min

L.B.3)

%)
oR
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Par définition : { mg ~mGr + Fe

]?‘ie = szw
_ GM.. —
Avec : Gr =- Lz

2

RT
HM = HM (cosk; + sink;) = RTcosk(cosk; + sink;)
Ainsi, dans la base (; , _}; , z ):

é Q’Rrcoshsink = 2x

0

GM
- R—ZT + (O Rrcos’Q) =g,

T

D’ou: g=gl+g’

2 3
En ne gardant que les termes d’ordre deux en QQ ( GMT << 1] :
T

2 2
2GM, Q) 20°R,’
o~ {GMT _2GM, cos’h = g'= (GMTJ {1_—GM T coszk}

2 2
R, T

R; R

M Q'R,’
D’ou : g0~ oM, {1— GMT coszk}

2
T

GM = =
LB.4) * gnax = 2 L pour A =+ % (aux poles, Fic = 0)

g = GM, || Q°R,’
? GM,

} pour A = 0 (Equateur, mGr et Fie anticolinéaires)
T

* Emax ~ Bmin — £22l{T3
gmax GMT

~35x10°

L.B.5) Pour réaliser gmin = 0 a I’équateur, la terre devrait tourner a la vitesse angulaire :

GM
Q= |—T — £:1,5X10_3S_1:> T=£z4103szl,1h!
R, Q
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Partie I — Forme de la terre : géoide et ellipsoide de référence

II.A) A I’équilibre dans le référentiel terrestre non galiléen, 1’¢lément de volume drt subit :

* la force de pression — gr—aci Pdr
* La force de gravitation pdt Gr M)

* La force d’inertie d’entrainement centrifuge : d Fi. = pdtQ*HM

A I"équilibre : gradP = pGr + pQ>HM
Gt =- 3T OM
RT

I1.B) En projection sur ( €x, €y, €, ), on tire :

M
Ainsi : ( Klzp((; T —92]

2 2
V4

I1.C) Par intégration : P(y,z) =-K, y? -K3 > + Py

A la surface de la terre :

2 2 K 2 K 5
P(Yaz):Patm j*Kly—*Kzz—-i-PO:Patm:) M:
2 2 2(P0 _Patm)

_ 2P —-P,,)
Kl

C2 — 2(P0 B Patm)

K2

Ainsi ; b’

b et c respectivement demi-grand axe et demi-axe (K; < K,, b > ¢) de I’ellipsoide.
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2
K
ILD)Ona: b—2=—2= ! -
c K, _Q'R,
GM;
4 0 453
T=U EHb cC=u ERT (Rt rayon terrestre moyen)
1/2
Q°R,’
D’ou : bc=b’ |[1-——"-| =Ry
GM
-1/6
QR
Ce qui donne bien : b=Ry|1- T
GM
1/3
Q°R,’
C:RT 1- T
GM,
Q°R,’
ILE) A.N. : T =35x10°<<1
6 M,
32
bc R G i76x107
C 2GM;

II.F) Dans le mod¢ele simplifié précédent, le champ de gravitation utilise est celui d’une
spheére homogene. Or, pour la terre assimilée a un ellipsoide avec p = p(r) :

Gr(r,0) = G(r,0) u: + Go(r,0) us  (Gr #— C;MT OM)

3
T

Partie III : Mesure de pesanteur et de ses variations locales

II1.A) Le pendule pesant 0x
II1.A.1) Le TMC scalaire s’écrit : |
00 — 1 : 0 G

JO =my (ZFex)= —mgoa sin®  (liaison parfaite) i

Avec ] = lml, on obtient :
3 (m,1)
0+ 38 sinf = 0 °
21

Pour les petites oscillations : sinf =~ 0, et on a I’équation d’un oscillateur harmonique de
pulsation
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3 )
w0=\/ So et période To=2T1 2
21 3g,

III.A.2) La longueur | du pendule étant supposée « parfaitement connue » (Al =0):

cste AT, 1 A AT
To = - 20 -2 D08 Ago=2 go(h) —
V8o T, 2 g T,

AN.: Ag,~210"ms™

A
I11.A.3) Entre les pdles et 1’équateur : Bo 35107
&o

, e . . .. , . 4 .
La précision de la mesure avec le dispositif proposé¢ étant d’environ 2 107, il est donc
possible expérimentalement de mettre en évidence les différences entre ggquateur €t Epoles-

I11.B) Le gravimétre a chute libre

II1.B.1) a) Le rayon O traverse 3 fois la séparatrice L, le rayon @ la traverse 1 fois, la lame
compensatrice « compense » la différence de marche associée (on veut & = 0 pour une
incidence i nulle).

Source

Ls

b) Un filtre interférentiel permet d’obtenir une source quasi-monochromatique a
partir d’une lampe spectrale.

¢) Source étendue, miroirs orthogonaux, incidence 1 # 0 : réglage en lame d’air du
Michelson considéré comme diviseur d’amplitude = franges circulaires localisées « a 1’00 »
(anneaux d’égale inclinaison). Les anneaux se resserrent quand on s’¢loigne du centre (pi

varie comme vk ).

d) On observe dans le plan focal image de la lentille convergente. pyx est
proportionnel a la focale f', d’ou le choix d’une grande focale.

e) Interférence de 2 ondes cohérentes de méme amplitude (source mono-

chromatique)
[(8)=21, (1 +cos (1 + cos(zi—mj]
0

Au « centre » (foyer image) :1=0= 5 =2e
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Ainsi : I(e)=21; {1 +cos (4;[6

H =21, (1 +cos (4 I1oge))

0

Rem : 1, = Z‘ si [; est I’intensité du rayon incident.

II1.B.2) a) Lumicre blanche : A2 = 400 nm (violet)
{ A1 = 750 nm (rouge)
b) * Pour la raie spectrale de largeur do :
dl =2(Jqdo) [1 + cos (4 T1oge)]

* Les diverses raies spectrales sont incohérentes et ne peuvent interférer,
I’intensité résultante est donc la somme des intensités dues a chaque raie spectrale

. .
I:J.zdlzz‘]oj2(1+COS(4H006))dG=2JO Ao + w
. h 411e

ol

L’intensité totale de chaque rayon qui interfére est ici : I; = I, = JoAc

Donc : Ie)=2T1, |1+ sin (41To,¢) —sin (411o,¢)
41leAc
Soit finalement : Ie)=21L[1+ Einc(2 [TeAo) cos (4 Toe)]
Y
V(e)
c,+0,

Si cp= ——=
Ac =05 — 0]

Il apparait donc un terme de visibilit¢ dii a la non monochromaticité de la source, et les
franges vont se brouiller trés rapidement a partir du contact optique (lorsque e/, on observe
les teintes de Newton, puis du blanc d’ordre supérieur).

Ac et 6, sont du méme ordre de grandeur pour la lumiére blanche (pour une lampe spectrale

type lampe a vapeur de mercure, on peut modéliser le spectre par un spectre rectangulaire de

longueur Ac << g).
4 / V(©) cos(4 TTope)
1 .

1

i

20,
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MLB.3) a) Z=H 7 .
t t
- h | g
Vot
2=0 20 = At

On lance un projectile de z = 0 a la vitesse verticale vo.

2v,

g

¥l Ating=21t=

(;(t) = — gt + vp pendant la phase ascendante).

Atsup =t —t;=2(to—t1)

Avec : h=- % gt12 + Vot

A% \' - 2 gh
D’ou : fp=-—2¢_Y°o == (racine < to)

g g
24v, -2gh 2
Ainsi : A‘[sup = ° s = “o 1- : gil
g g A\
2 Y 8h
On en déduit : Atgyp = Atine= ,[1-2 gh = Atipp= [l ———;
gAt ¢ gAt, ¢

D’ou finalement : g=—F——— 8h >

At inf — Atsup

Bi
Yi

D’aprés les lois de Descartes pour la réflexion :

b) Soit u; ( o > un vecteur unitaire du rayon incident sur le réflecteur.

- M - My M3
Ui —> Ui /~0o)\ — U2/—0\ — U3z ,—0;
Bi —Bi ( Bi)
i i —Yi
M; : miroir Oyz (normale x)
M; : miroir Oxz (normale y)
M3 : miroir Oxy (normale z)
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—

Donc ur=u.=—u;.
Le miroir plan unique ne réalise cette propriété que sous incidence normale !
¢) D’apres II1.B.2.b), I est maximale lorsque 1’épaisseur e de la lame d’air est nulle.
Dans le dispositif du gravimétre absolu, deux lames d’air sont créés : la premiére d’épaisseur

e; entre C et My et la seconde d’épaisseur e; = e; + d entre C et M3. Quand C est lancé vers le
haut, e; s’annule aux instants t; et t4, et €, aux instants t; et t3.

Comme d >> A,, les 4 maxima sont bien distincts, donc, d’apres la question a) :

8d
(t4 _tl)z _(t3 _tz)z

g:

d) A.N. : g=9,7804 ms *

e) Avec une source monochromatique, il y aurait un grand nombre de maxima de I
pour chaque lame d’air, et on ne pourrait savoir si e; ou e; = 0 ou p Ag.

f) On utilise uniquement les miroirs M3 et My (Michelson « classique », occulter e)
et on utilise une source monochromatique de longueur d’onde 2.

On fixe My et déplace M3 jusqu’a la teinte plate : d = 0 (contact optique). Puis on rapproche
M; d’une distance d en comptant le nombre d’anneaux qui défilent, soit p.

Alors: 2d=phio (et on mesure d avec une précision de I’ordre de Ay).

II1.B.4) a) D’apres la question I.B.3) :
M Q°R,’
g(o,h) = G = 1= 1 A=0,h=0)
R, GM;
A T’altitude h, on change Rren Rt +h :

M 2 3]
o Mr_[|_@Re+h)
(RT +h) GMT .
M QR,°
Pour h<<Rrt: g(o,h) ~ G = 1—& 1- L l+£
R, R, GM, | R,
2 3 2 3
Comme T <<, les termes en — T_ sont du 2° ordre. Ainsi, au 1 ordre :
T T GMT
GM Q*R,> 2h 2h({ GM
goh)~ T [1-22 21 - 2 s g(o,0) 10| ST
R GM; R; R; (R, g(0,0)
H_J
on (. QR 2nh
— - T_| ~ =— au ler ordre
R, | GM, R,
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