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HEC 2007 VOIE S 1

ANNALES DE MATHEMATIQUES 2007

HEC 2007 VOIE S

CORRIGE

PARTIE I

I−1−a)

La variable Xi est une variable de Bernoulli. Notons pi son paramètre. L’évènement
(Xi = 1) est ” les m boules ont été réparties dans les n − 1 autres cases que
la case numéro i. La probabilité qu’une boule donnée aille dans une autre case
que la case numéro i vaut 1 − 1

n ; par indépendance des événements, la proba-

bilité que toutes les boules aillent dans une case autre que la case numéro i est

P (Xi = 1) = (1− 1
n )m = E(Xi)

I−1−b)

• L’événement (Xi = 1)∩ (Xj = 1) pour i 6= j est ” les m boules ont été réparties dans

les n−2 autres cases que les cases numéros i et j. Donc P (Xi = 1 ∩Xj = 1) = (1− 2
n )m

• cov(Xi, Xj) = E(XiXj)− E(Xi)E(Xj) d’après la formule de Köenig-Huyghens.

La variable XiXj est une variable de Bernoulli ( elle ne peut prendre que les valeurs
0 ou 1).

(XiXj = 1) = (Xi = 1) ∩ (Xj = 1), donc E(XiXj) = (1− 2
n )m.

Il en résulte que cov(Xi, Xj) = (1− 2
n )m − (1− 1

n )2m

• Peut-on avoir cov(Xi, Xj) = 0 ?

cov(Xi, Xj) = 0 ⇐⇒ (1 − 2
n )m = ((1 − 1

n )2)m. Or (1 − 1
n ) et (1 − 2

n ) sont positifs, donc

l’égalité précédente équivaut à (1− 2
n ) = ((1− 1

n )2), ou encore à 1− 2
n = 1− 2

n + 1
n2 .

Cette dernière égalité est impossible, donc cov(Xi, Xj) 6= 0

cov(Xi, Xj) 6= 0 =⇒ Xi et Xj non indépendantes

I−2−a)

Par linéarité de l’espérance, E(Wn) =
n∑

i=1

E(Xi) = n(1− 1
n )m
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I−2−b)

V (Wn) = V (
n∑

i=1

Xi)

=
n∑

i=1

V (Xi) + 2
∑

1≤i<j≤n

cov(Xi, Xj)

= nV (X1) + 2
∑

1≤i<j≤n

(
(1− 2

n )m − (1− 1
n )2m

)

car les variables Xi suivent toutes la même loi de Bernoulli.

Or V (X1) = p1(1−p1) = (1− 1
n )m− (1− 1

n )2m. Dans la somme il y a
(

n
2

)
termes (autant

que de suites strictement croissantes de longueur 2 que l’on peut former dans [[1, n]]),
donc

V (Wn) = n((1− 1
n )m − (1− 1

n )2m) + n(n− 1)
(
(1− 2

n )m − (1− 1
n )2m

)

= n(1− 1
n )m − n(1− 1

n )2m + n(n− 1)(1− 2
n )m − n(n− 1)(1− 1

n )2m

V (Wn) = n(1− 1
n )m + n(n− 1)(1− 2

n )m − n2(1− 1
n )2m

I−2−c)

Il suffit de faire le calcul

E(Wn)− V (Wn) = n2(1− 1
n )2m − n(n− 1)(1− 2

n )m

E(Wn)− V (Wn) = n2
(
(1− 1

n )2m − (1− 2
n )m

)
+ n(1− 2

n )m

= n2
(
(1− 2

n + 1
n2 )m − (1− 2

n )m
)

+ n(1− 2
n )m

Sous cette forme, E(Wn)−V (Wn) apparâıt comme la somme de termes positifs, puisque

(1 + 1
n2 − 2

n ) > (1− 2
n ) ≥ 0 =⇒ (1− 2

n + 1
n2 )m > (1− 2

n )m

E(Wn)− V (Wn) > 0

I−3−a)

On rappelle que ∀x ∈ R, [x] ≤ x < [x] + 1 ou encore x− 1 < [x] ≤ x. On obtient donc

n ln n + nθ − 1 < m ≤ n ln n + nθ

Multiplions les 3 termes par ln(1− 1
n ) < 0, il vient

(n ln n + nθ) ln(1− 1
n ) ≤ m ln(1− 1

n ) ≤ (n ln n + nθ − 1) ln(1− 1
n ) (3.a)

ajoutons alors ln n aux 3 termes, cela donne

ln n + (n ln n + nθ) ln(1− 1
n )

︸ ︷︷ ︸
an

≤ ln(E(Wn)) ≤ ln n + (n ln n + nθ − 1) ln(1− 1
n )

︸ ︷︷ ︸
bn

(3-b.)

Remarquons que bn = an − ln(1− 1
n )
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an = ln n + n(lnn + θ)(− 1
n − 1

2n2 + o( 1
n2 ))

= ln n + (ln n + θ)(−1− 1
2n

+ o( 1
n ))

= ln n + (ln n + θ)(−1− 1
2n

+ 1
nε(n)) avec lim

n→+∞
ε(n) = 0

= ln n− ln n− ln n
2n

+ ln n
n ε(n)− θ − θ

2n
− θ

nε(n)

= −θ + (− θ
2n

+ θ
nε(n)− ln n

2n
+ θ

nε(n))
︸ ︷︷ ︸

=0(1)

car lim
n→+∞

(− θ
2n

+ θ
nε(n)− ln n

2n
+ θ

nε(n)) = 0

= −θ + o(1)

Puisque ln(1− 1
n ) = o(1), on trouve bn = −θ + o(1)

L’encadrement (3.b) donne −θ + 0(1) ≤ ln(E(Wn)) ≤ −θ + o(1), ce qui implique

lim
n→+∞

ln(E(Wn)) = −θ et par continuité de la fonction

exponentielle au point θ : lim
n→+∞

E(Wn) = e−θ

I−3−b)

On va majorer E(Wn)− V (Wn) puisque cette quantité est > 0 d’après 2−c)

E(Wn)− V (Wn) = exp (2 ln n + 2m ln(1− 1
n ))− exp (ln n(n− 1) + m ln(1− 2

n ))

Utilisons l’encadrement (3.a)

(n ln n + nθ) ln(1− 1
n ) ≤ m ln(1− 1

n ) ≤ (n ln n + nθ − 1) ln(1− 1
n )

*

Majorons 2m ln(1− 1
n )

2m ln(1− 1
n ) ≤ 2n(lnn + θ − 1

n ) ln(1− 1
n ) = 2(bn − ln n) (où bn est la quantité introduite à

la question I−3−a), soit 2m ln(1− 1
n ) ≤ −2θ − 2 ln n + o(1) et finalement

2 ln n + 2m ln(1− 1
n ) ≤ −2θ + o(1)

par croissance de l’exponentielle exp (2m ln(1− 1
n ) + 2 ln n) ≤ exp (−2θ + o(1)) (a)

*

Minorons m ln(1− 2
n ). On repart de m ≤ n ln n + nθ et on multiplie par ln(1− 2

n ) < 0

m ln(1− 2
n ) ≥ n(lnn + θ) ln(1− 2

n )

≥ n(lnn + θ)(− 2
n − 2

n2 + o( 1
n2 ))

≥ (lnn + θ)(−2− 2
n + o( 1

n ))

≥ (lnn + θ)(−2− 2
n + 1

nε(n)) avec lim
n→+∞

ε(n) = 0

≥ −2 lnn− 2θ +
(
− 2 ln n

n − 2 θ
n + ln n

n ε(n) + θ
nε(n)

)

︸ ︷︷ ︸
0(1)

≥ −2 lnn− 2θ + o(1)

ln n(n − 1) = ln(n2(1 − 1
n )) = 2 ln n + ln(1 − 1

n ) ; ajoutons ln n(n − 1) à chaque terme de

cette dernière inégalité ; on obtient

m ln(1− 2
n ) + ln n(n− 1) ≥ −2 ln n− 2θ + o(1) + 2 ln n + ln(1− 1

n ) = −2θ + o(1).

Par croissance de l’exponentielle, exp (m ln(1− 2
n ) + ln n(n− 1)) ≥ exp (−2θ + o(1)),

donc − exp (m ln(1− 2
n ) + ln n(n− 1)) ≤ − exp (−2θ + o(1)) (b)
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D’après (a) et (b), on obtient l’encadrement :

0 ≤ E(Wn)− V (Wn) ≤ exp (−2θ + o(1))− exp (−2θ + o(1))

Par encadrement, lim
n→+∞

(E(Wn)− V (Wn)) = 0 ; donc lim
n→+∞

E(Wn) = lim
n→+∞

V (Wn) = e−θ

I−3−c)

Envisageons les deux cas

* min(1, 1
µn

) = 1 , alors |P (Wn = k)− P (Tn = k) | ≤ (µn − V (Wn))

* min(1, 1
µn

) = 1
µn

.

1
µn

(µn − V (Wn)) = 1− V (Wn)
µn

= 1− V (Wn)
E(Wn)

et on a

|P (Wn = k)− P (Tn = k) | ≤ 1
µn

(µn − V (Wn)) = 1− V (Wn)
E(Wn)

lim
n→+∞

(µn − V (Wn)) = 0 et lim
n→+∞

(1− V (Wn)
E(Wn)

) = 0 d’après la question 3−b) ; on conclut

que dans les deux cas de figure, |P (Wn = k)− P (Tn = k) | est majorée par une suite
numérique qui a pour limite 0 en +∞

Par encadrement, lim
n→+∞

|P (Wn = k)− P (Tn = k) | = 0

Or P (Tn = k) = e−µn
µk

n

k! et l’on sait que lim
n→+∞

µn = lim
n→+∞

E(Wn) = e−θ = µ,

donc lim
n→+∞

P (Tn = k) = e−µ µk

k!

∀k ∈ N, lim
n→+∞

P (Wn = k) = lim
n→+∞

P (Tn = k) = e−µ µk

k!

Les suites de variables (Wn) et (Tn) convergent en loi vers
des variables qui suivent la loi de Poisson de paramètre
µ = e−θ

I−4−a)

Toutes les variables Ti suivent la même loi de Poisson de paramètre µ. Par

indépendance des variables Ti, on sait que la variable
p∑

i=1

Ti suit une loi de Pois-

son de paramètre pµ.

• E(T p) = E(1
p

p∑

i=1

Ti) = 1
pE(

p∑

i=1

Ti) = pµ
p = µ.

T p est un estimateur sans biais de µ

• V (T p) = V (1
p

p∑

i=1

Ti) = 1
p2 V (

p∑

i=1

Ti) = 1
p2 pµ = µ

p (car la variable (
p∑

i=1

Ti) suit une loi de

Poisson, son paramètre est égal à sa variance)

lim
p→+∞

V (T p) = 0, donc T p est un estimateur convergent de µ
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