ANALYSE

ENONCE DE L’EXERCICE

ENONCE :

ENONCE-23

On considere les suites numériques (I,,) et (u,) définies pour n € N* par :

+oo d

1) Justifier existence de I,, et déterminer une relation de récurrence entre I,, et I, 4.
2) Montrer que la suite (u,) est monotone et étudier sa convergence.
3) Pour tout n > 1, calculer I,,.
4) a) En utilisant I'inégalité In(1 + 22) < 22,
+oo R
montrer que pour tout n > 1, I, > / e " dx.
—00

+oo 2 ﬁ e 2
b) Montrer que / e " dr = N (On pourra utiliser le résultat suivant : / e Vdt = /7).

oo n
c) En déduire une minoration de la suite (u,) et conclure que la suite (u,) ne tend pas vers 0
lorsque n tend vers +oo.

— 00

5) Montrer qu’il existe un réel a > 0 tel que : (2:> —
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CORRIGE DE L’EXERCICE

CORRIGE

QUESTION-1
1
(1+22)"
est donc impropre uniquement en +o0o et —oco. Mais la fonction f,, est paire, donc 1’intégrale

e La fonction f, définie par f,(z) = est continue, dérivable sur R. L’intégrale I,

I,, converge si et seulement si ’intégrale J, = fn(t)dt converge. Dans ce cas on a
0
L, =2J,.
Or fn(z) o %-, dont lintégrale sur [1,4o0[ converge d’aprés le critére de Riemann
o I

puisque 2n > 1.

fn est positive sur [1, +00[, équivalente en +0o & une fonction dont I'intégrale sur [1, +o0]
converge ; les résultats sur les équivalents de fonctions positives permettent de conclure

que l'intégrale fn(t)dt converge, donc lintégrale J,, converge car sur [0,1] f, est
1

continue.
e Soit y > 0 ; posons J,( / fa(t)dt. On a alors lim J,(y) = Jp.
y—+oo
Trouvons une relation de récurrence entre J, et Jy41.
Intégrons J,(y) par parties :
_ 1 . / _ 2nx
’U,(.I) - (1 I .1?2)” ;U (I) (1 T x2)n+1
v'(z) = 1 ;ov(z) = o
u et v sont C! sur [0;y].
x Y Y x>
JIn = | —5— 2 ———d
(y) |:(1+x2)n:| + n/o (1 +x2)n+1 x
S N / Yt
(1+ o 0 (Hx)”“
won [ 75T
T
(1+y 0 1+x (1+x)”+1
Yy

DT + /0 - /Oy 1+ ;2)"“6””)

+ 2n(Jn y) — Jn+1( ))

R + )
En prenant la limite quand y — 400, on obtient la relation : J, = 2n<Jn — L],LH)7 soit
Jnt1 = 27127_1Jn. En multipliant par 2 :
2n —1
V> 1, Iy = ”Qn I,.
QUESTION-2
Remarquons que I,, > 0, car ﬁ > 0 et les bornes d’intégration sont dans l'ordre croissant
x
; donc u, > 0.
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