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EDHEC 2002 1

ANNALES DE MATHEMATIQUES 2002

EDHEC

CORRIGE

EXERCICE 1

QUESTION−1

a. Rappelons qu’une densité g de la variable X est définie par :

g(x) =
{

0 si x ≤ 0
λe−λx si x > 0

g étant nulle sur R−, on peut dire que X prend ses valeurs dans R∗+, ainsi [X] ∈ N.

Y prend ses valeurs dans N.

b. Pour tout k ∈ N∗, on a :

P (Y = k − 1) = P (k − 1 ≤ X < k) =
∫ k

k−1

λe−λtdt

=
[− e−λt

]k

k−1
= −e−λk + e−λ(k−1)

= −e−λ(k−1)−λ + e−λ(k−1) = −e−λe−λ(k−1) + e−λ(k−1)

∀k ∈ N∗, P (Y = k − 1) = (1− e−λ)e−λ(k−1).

c. Notons Ω l’univers sur lequel X et Y sont définies.

Y (Ω) = N ⇐⇒ (Y + 1)(Ω) = N∗.
∀k ∈ N∗, P (Y + 1 = k) = P (Y = k − 1)

= (1− e−λ)e−λ(k−1) d’après b)

= (1− e−λ)
(
e−λ

)k−1

Or λ > 0, donc 0 < e−λ < 1 et par suite 0 < 1 − e−λ < 1. Si l’on pose p = 1 − e−λ et
q = 1− p, on peut écrire : ∀k ∈ N∗, P (Y + 1 = k) = qk−1p

La variable Y + 1 suit la loi géométrique de paramètre p = 1− e−λ.

d. D’après le cours et avec les notations précédentes,

E(Y + 1) = 1
p = 1

1− e−λ
et V (Y + 1) = q

p2 = 1− p

p2 = e−λ

(1− e−λ)2
.

Par linéarité de l’espérance, E(Y + 1) = E(Y ) + 1 = 1
p − 1 = 1− p

p
, donc

E(Y ) = e−λ

1− e−λ
.
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2 EDHEC 2002

On sait que V (Y + 1) = V (Y ), donc V (Y ) = e−λ

(1− e−λ)2
.

QUESTION−2

a. ∀x ∈ R, [x] ≤ x < [x]+1, par définition de la partie entière. Donc ∀x ∈ R, 0 ≤ x−[x] < 1.
Par suite 0 ≤ X − [X] < 1, c’est-à-dire 0 ≤ Z < 1. Or X peut prendre toutes les valeurs
de R∗+, donc X − [X] peut prendre toutes les valeurs de [0; 1[.

Z(Ω) = [0; 1[.

b. Pour tout x ∈ [0; 1[, l’événement (Z ≤ x) est égal à l’événement (0 ≤ X − [X] ≤ x)
c’est-à-dire (en ajoutant [X] = Y au trois termes de l’encadrement) à (Y ≤ X ≤ Y +x).
C’est donc, en utilisant le système complet d’événements

{
(Y = k) / k ∈ N}

, la réunion
des événements deux à deux incompatibles :

(Z ≤ x) =
+∞⋃

k=0

(Y = k) ∩ (k ≤ X ≤ k + x). (I)

Puisque x < 1, (k ≤ X ≤ k + x) ⊂ (k ≤ X < k + 1). Or il n’existe qu’un seul
entier vérifiant cet encadrement, c’est [X], c’est-à-dire Y , et par conséquent :
(k ≤ X ≤ k + x) =⇒ (Y = k), ce qui se traduit aussi par (k ≤ X ≤ k + x) ⊂ (Y = k), donc
on a bien

(k ≤ X ≤ k + x) ∩ (Y = k) = (k ≤ X ≤ k + x)

L’égalité (I) devient alors

(Z ≤ x) =
+∞⋃

k=0

(k ≤ X ≤ k + x). Les événements (k ≤ X ≤ k + x) sont deux à deux

incompatibles (puisqu’ils sont égaux aux événements (Y = k) ∩ (k ≤ X ≤ k + x) qui le
sont). On obtient donc :

P (Z ≤ x) =
+∞∑

k=0

P (k ≤ X < k + x) =
+∞∑

k=0

∫ k+x

k

λe−λtdt

=
+∞∑

k=0

(−e−λ(k+x) + e−λk) =
+∞∑

k=0

e−λk(1− e−λx)

= (1− e−λx)
+∞∑

k=0

e−λk = (1− e−λx)
+∞∑

k=0

(
e−λ

)k

On reconnâıt la somme de la série géométrique de raison e−λ et de premier terme
1 ; cette série converge puisque sa raison e−λ appartient à ]0; 1[ et sa somme vaut

1
1− e−λ

.

∀x ∈ [0; 1[, P (Z ≤ x) = 1− e−λx

1− e−λ
.

c. Soit F la fonction de répartition de Z.

F (x) =





0 si x ≤ 0
1− e−λx

1− e−λ
si 0 ≤ x < 1 d’après le b)

1 si x ≥ 1.

La fonction F est continue, dérivable sur ] − ∞; 0[, sur ]0; 1[ et sur ]1;+∞[ . Nous
prendrons donc pour densité f de Y : f(x) = F ′(x) sur R − {0, 1} et par exemple
f(0) = f(1) = 0 ; cela donne donc
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f(x) = 0 si x ≤ 0 ou x ≥ 1 et f(x) = λe−λx

1− e−λ
si 0 < x < 1.

d. L’espérance E(Z) existe car l’intégrale
∫ +∞

−∞
tf(t)dt =

∫ 1

0

tf(t)dt =
∫ 1

0

t λe−λt

1− e−λ
dt d’une

part et, d’autre part, la fonction t 7−→ t λe−λt

1− e−λ
est continue sur l’intervalle [0; 1].

E(Z) = λ
1− e−λ

∫ 1

0

te−λtdt.

Posons u(t) = t ; u′(t) = 1 ; v′(t) = e−λt ; v(t) = − 1
λ

e−λt.

Les fonctions u et v sont de classe C1 sur [0; 1].

E(Z) = λ
1− e−λ

([− te−λt

λ

]1
0

+ 1
λ

∫ 1

0

e−λtdt
)

= λ
1− e−λ

(
− e−λ

λ
+ 1

λ

[− e−λt

λ

]1
0

)

= λ
1− e−λ

(
− e−λ

λ
− e−λ

λ2 + 1
λ2

)
.

E(Z) = 1
λ(1− e−λ)

(
1− e−λ − λe−λ

)

Ce résultat était prévisible. En effet, E(X) = 1
λ

(c’est un résultat du cours) et

on a établi que E(Y ) = e−λ

1− e−λ
. Or Z = X − Y , donc par linéarité de l’espérance

E(Z) = E(X)− E(Y ), soit

E(Z) = 1
λ
− e−λ

1− e−λ
= 1− e−λ − λe−λ

λ(1− e−λ)
après avoir réduit au même dénominateur. C’est

bien le résultat précédent.

EXERCICE 2

QUESTION−1

Au cours de n lancers, il ne peut y avoir au plus qu’une n−châıne : c’est celle qui
correspondant aux tirages de n ” pile ”. La variable Yn prend donc deux valeurs : 0

ou 1. Yn(Ω) = {0, 1} .

Nous pouvons noter que la variable Yn est une variable de Bernoulli.

L’événement (Yn = 1) est l’événement : au cours des n lancers on a obtenu n ” pile ”
; l’événement (Yn = 0) est l’événement contraire, c’est-à-dire : au cours des n lancers
on a obtenu au moins une ” face ”.

Notons pour tout k ∈ [[1;n]], Pk l’événement : on a obtenu ” pile ” au k ème lancer et
Fk l’événement : on a obtenu ” face ” au k ème lancer.

(Yn = 1) =
n⋂

k=1

Pk ; les lancers sont indépendants et pour tout k dans l’intervalle

[[1;n]], P (Pk) = p, donc P (Yn = 1) = pn.

Yn suit la loi de Bernoulli de paramètre pn : E(Yn) = pn.
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