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Exercice 1

Pour tout nombre réel x, on note [x] la partie entiere de x, c'est-a-dire ['unique nombre entier
vérifiant : [x] < x <[x] + 1.

Soit X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de paramétre A (1> 0).

On pose Y'=[X], Y est donc la partie entiere de Xetona: VkeZ, (Y=k) = (k< X< k+1).
1) a. Montrer que ¥ prend ses valeurs dans IN.

b. Pour tout & de IN*, calculer P(Y = k—1).
¢. En déduire que la variable aléatoire ¥ +1 suit une loi géométrique dont on donnera le

parametre.
d. Donner I’espérance et la variance de ¥ + 1. En déduire ’espérance et la variance de Y.
2)OnposeZ =X -7Y.
a. Déterminer Z(£J).

b. En utilisant le systéme complet d’événements ( ¥ = k)cn, montrer que :
-Ax
e _

vxe[0,1[, P(Z Sx)=}1;—3—.
4

¢. En déduire une densité f de Z.
d. Déterminer ’espérance E(Z)de Z. Ce résultat était-il prévisible ?
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Exercice 2
On désigne par » un entier naturel non nul.
On lance 7 fois une piece de monnaie donnant “ pile” avec la probabilité p(avec 0 <p <l)et
" face” avec la probabilité g = 1-p. On appelle k-chaine de “ pile” une suite de k lancers
consécutifs ayant tous donné “ pile”, cette suite devant étre suivie d’un face” ou étre la
derniere suite du tirage.
Pour tout k de [|1, n]], on note Y} la variable aléatoire égale au nombre total de k-chaines de
" pile ” obtenues au cours de ces n lancers.
Pour tout £ de [|1, n[], on pourra noter Py I’événement « on obtient “pile” au £™ lancer ».
Par exemple, avec 7= 11. si ’on a obtenu les résultats P, P, F5 Fy Ps Pg P+ F3 Py Fyy Py alors
Y1=2, Ih=letVs=1. | |
Le but de cet exercice est de déterminer, pour tout & de [|1, #[], Pespérance de Yy, notée E(Y}).
1) Déterminer la loi de ¥, et donner E(Y,,).
2) Montrer que P(Y,-; =1) = 2gp"" et donner E(Y,_)).
3) Dans cette question, k désigne un entier de |1, n—-2]].

Pour tout i de [|1, #[], on note X; 4 la variable aléatoire qui vaut 1 si une k-chaine de * pile”

commence au ;" lancer et qui vaut 0 sinon.

a. Calculer P(X| , =1).

b. Soit ie[]2, n—k[]. Montrer que P(X; , = 1) =q¢*p".

c. Montrer que P(X,_4+1 ¢ = 1) =gp*.

‘d. Exprimer Y; en fonction des variables X « puis déterminer £ (¥).

Exercice 3

Vr >0, f(x)= 220X
1+

2
£(0) =0. ¥

On note f la fonction définie sur IR+ par :

1) a. Vérifier que f est continue sur R..
b. Etudier le signe de f(x).
2) Montrer que I’on définit bien une fonction F sur IR+ en posant :

VxeR., Fx) = j(: F)de .

3) Pour tout x de IR+, on pose : g(x) = F(x) - x.
a. Montrer que g est dérivable sur IR+ et que, pour x > 0, on peut écrire g’(x) sous la forme
-xh(x)

1+x?

g'x)=

. . . : 5-
b. Etudier les variations de A, puis en déduire son signe (on donne In S = -0,48).

c. En déduire le signe de g(x).

4) On définit la suite (u,) par la donnée de son premier terme ug = 1 et la relation de
récurrence, valable pour tout #n de IN: w41 = F(uy).
a. Etablir par récurrence que : VaelN, u,€[0,1]. A
b. Montrer, en utilisant le résultat de la troisiéme question, que (u,) est décroissante.

c. En déduire que la suite (u,) converge et donner lim u,.
n—+
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Probleme

Partie 1 : étude d’un ensemble de matrices.
On consideére les matrices suivantes de My(IR) :

1000 00 0 I 0100 0010
jotoo Jtooo o010 000 1
oot o ot 00 5 000l PET 1 00 ol
00 0 I 001 0 1000 0100

On note £ I’ensemble des matrices M s’écrivant M = al+bJ + cK + dL,oua, b,cet d
décrivent R.
1) a. Montrer que £ est un espace vectoriel.
b. Montrer que la famille (/, J, K, L) est libre.
c. Donner la dimension de £.
2) a. Montrer, en les calculant explicitement, que J2 K, L2, J et K° appartiennent a £
b. En déduire, sans aucun calcul matriciel, que JK, KJ, KL, LK, JL et LJ
appartiennent aussi a £.
c. Etablir enfin que le produit de deux matrices de £ est encore une matrice de E.
3) a. Montrer que L est diagonalisable.
b. Déterminer les valeurs propres de L ainsi que les sous-espaces propres associés a
ces valeurs propres.

1 1 1
-1 1 -1
y = 1 s U3 = 1 ; Ug = BIE
-1 -1 1
a. Montrer que (uy, 12, U3, 14) est une base de My 1(R).
b. Vérifier que uy, up, u3 et uy sont des vecteurs propres de L etde J+ K.

4) On considére les vecteurs : u; =

b e e e

Partie 2 : étude d’un mouvement aléatoire.

Dans cette partie, p désigne un réel de ]0,1[.

Les sommets d’un carré sont numérotés 1, 2, 3 et 4 de telle fagon que les c6tés du carré relient

le sommet 1 au sommet 2, le sommet 2 au sommet 3, le sommet 3 au sommet 4, le sommet 4

au sommet 1, les diagonales reliant elles le sommet 1 au sommet 3 ainsi que le sommet 2 au

sommet 4.

Un pion se déplace sur les sommets de ce carré selon le protocole suivant :

» Le pion est sur le sommet 1 au départ.

« Lorsque le pion est a un instant donné sur un sommet du carré, il se déplace a I’instant
suivant vers un sommet voisin (relié¢ par un coté) avec la probabilité p ou vers un sommet
opposé (relié par une diagonale) avec la probabilité 1 — 2p.

On note X, la variable aléatoire égale au numéro du sommet sur lequel se trouve le plon a

I"instant #n. On a donc Xy = 1.

1)a. Ecrire la matrice 4, carrée d’ordre 4, dont le terme situé a I’intersection de la jeme ligne

et de la /™ colonne est égal a la probabilité conditionnelle P(Xu1 =i / X, =)).
b. Vérifier que 4 s’écrit comme combinaison linéaire de J+ K et L.

"
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2) a. Pourtoutide {1,2, 3,4}, calculer 4 u;. En déduire qu’il existe une matrice D diagonale
et une matrice P inversible telles que 4 = PDP™". Expliciter D et P.
b. Calculer P? puis en déduire P .

P(X,=1
P(X,=2)
3) Pour tout n de IN, on pose C,, = .
P(X,=3)
P(X,=4)

a. Montrer, a [’aide de la formule des probabilités totales, que Cyv1 =4 Cp.

b. En déduire que C,, = _}IPD "PCy, puis donner la loi de X, pour tout entier naturel »n

supérieur ou égal a 1.
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CORRIGE

EXERCICE 1
QUESTION-1
a. Rappelons qu’une densité g de la variable X est définie par :
_Jo siz<0
9(x) = {)\e_m Siz>0

g étant nulle sur R_, on peut dire que X prend ses valeurs dans R, ainsi [X] € N.

Y prend ses valeurs dans N.

b. Pour tout k¥ € N*, on a :

k
P(Y =k-1) :P(k71§X<k):/ e Mt

. k—1
_ [_ e—/\t]k_l = —e— M 4 e=A(k=1)
= —eMh=D)=X | o=A(k=1) = _o=Ao—A(k=1) | o—=A(k—1)

VEeN*, P(Y=k—1)=(1—e e A1),

c. Notons Q 'univers sur lequel X et Y sont définies.
Y(Q) =N (Y +1)() =N*.

VEeN*, P(Y +1=Fk) =P =k-1)
=(1—e e M= d’apres b)

=(1- e_)‘)(e_)‘)k_l

Or A >0, donc 0 < e < 1 et par suite 0 <1 —e* < 1. Si 'on pose p=1—-e> et
q=1—p, on peut écrire : Yk e N*, P(Y +1=k) =¢""1p

La variable Y + 1 suit la loi géométrique de parametre p =1 —e=*.

d. D’apres le cours et avec les notations précédentes,

1 1 g _1-p e
EY+1) === et V(Y +1)= 3% = = .
( ) p 1—e? ( ) p2 p2 (1 _ e—A)2
Par linéarité de 'espérance, E(Y +1) = E(Y)+ 1= % =1 > P, donc
-\
BE(Y)= ¢ .
) 1—e?
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2 EDHEC 2002

On sait que V(Y +1) = V(Y), donc | V(Y) = —5—-

QUESTION-2

a.Vr € R, [z] <z < [z]+1, par définition de la partie entiere. Donc Vo € R, 0 < z—[2] < 1.
Par suite 0 < X — [X] < 1, c’est-a-dire 0 < Z < 1. Or X peut prendre toutes les valeurs
de R%, donc X — [X] peut prendre toutes les valeurs de [0;1].

Z(Q) = [0;1[.

b. Pour tout z € [0;1], 'événement (Z < z) est égal a I’'événement O<X-[X]<a)
c’est-a-dire (en ajoutant [X] =Y au trois termes de I'encadrement) & (Y < X <Y +az).
C’est donc, en utilisant le systéme complet d’événements {(Y = k) / k € N}, la réunion
des événements deux a deux incompatibles :
+o00
Z<a)y=J¥ =rmnk<X<k+a) (I)
k=0

Puisque =z < 1, (k < X < k+2) C (k < X < k+1). Or il n’existe quun seul
entier vérifiant cet encadrement, c’est [X], c’est-a-dire Y, et par conséquent :
(k<X <k+z)= (Y =k), ce qui se traduit aussi par (k< X <k+z) C (Y =k), donc
on a bien

k<X<k4+ax)Nn(Y=k)=k<X<k+2x)

L’égalité (I) devient alors
+o0
(Z < z2) = U(k < X < k+x). Les événements (k < X < k+ z) sont deux a deux
k=0
incompatibles (puisqu’ils sont égaux aux événements (Y = k)N (k < X < k+x) qui le
sont). On obtient donc :

+oo  k+tx
P(Z < 1) ZPk§X<k+a:):Z/ Ae~Mdt

+??‘
gL

+oo
(—6 A(k+x) + e—)\k) _ Ze—)\k(l _ 6—)@)

b
Il
o

= (1 —e N ~— 7)\k:17 -z = 7)\k
(1—e )];06 (1—e )I;)(e )

On reconnait la somme de la série géométrique de raison e=* et de premier terme

1 ; cette série converge puisque sa raison e~* appartient a ]0;1] et sa somme vaut
1
1—e?

1— 67)\93

Vo e[0;1], P(Z<z)= o
—e

c. Soit F la fonction de répartition de Z.

0 siz<0

L—e™ G 0<z<1dapresleb
F(z) = T % sil0sac< apres le b)

1 st x> 1.

La fonction F est continue, dérivable sur ] — oo;0[, sur ]0;1[ et sur |1;4+oc[ . Nous
prendrons donc pour densité f de Y : f(z) = F/(z) sur R — {0,1} et par exemple
f(0) = f(1) =0 ; cela donne donc
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. -z .
f(x):051x§00ux21etf(x):1)‘6 — si0<z<1.

— €

+00 1 1 _
d. L’espérance E(Z) existe car 'intégrale / tf(t)dt = / tf(t)dt = / t)‘eiAtAdt d'une
o) 0 0

5 . )\efkt . .
part et, d’autre part, la fonction ¢ — 1517_A est continue sur l'intervalle [0;1].
— €
1
E(Z)= —2— / teMdt.
1—e 0
Posons u(t) =t ; u'(t) =1 ; v'(t) = e M ; v(t) = %a”.

Les fonctions u et v sont de classe C! sur [0;1].

—At 1
52 =250+ g [ )

E(Z) = =y —164) (1 e Ae*A)

Ce résultat était prévisible. En effet, E(X) = + (c’est un résultat du cours) et

1
A
_)\ . /7 . 7 /7

€ —- Or Z =X -V, donc par linéarité de 'espérance

on a établi que E(Y) = 1
E(Z) = E(X) — BE(Y), soit
1 e l—e = Qe ?
EZ)=+5— =
(2) A l—e? A1 —e™?)
bien le résultat précédent.

apres avoir réduit au méme dénominateur. C’est

EXERCICE 2

QUESTION-1

Au cours de n lancers, il ne peut y avoir au plus qu'une n—chaine : c’est celle qui
correspondant aux tirages de n ” pile 7. La variable Y,, prend donc deux valeurs : 0

oul.| Y,(2)={0,1} |

Nous pouvons noter que la variable Y,, est une variable de Bernoulli.
L’événement (V,, = 1) est I’événement : au cours des n lancers on a obtenu n ” pile ”
; 'événement (Y,, = 0) est I’événement contraire, ¢’est-a-dire : au cours des n lancers
on a obtenu au moins une ” face ”.
Notons pour tout k € [1;n], P, '’événement : on a obtenu ” pile 7 au k ®™¢ lancer et
F, 'événement : on a obtenu ” face 7 au k *™¢ lancer.
n
Y, =1) = ﬂ P, ; les lancers sont indépendants et pour tout k& dans l'intervalle
k=1

[1;n], P(Py) =p, donc| P(Y, =1)=p"

Y, suit la loi de Bernoulli de parametre p™ : E(Y,,) = p™.
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