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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2002

EM LYON

CORRIGE

EXERCICE I

QUESTION−1

a). Un calcul sans difficultés donne K2 = −I

b). On déduit de là que : K(−K) = (−K)K = I, donc

K est inversible et K−1 = −K.

c). Raisonnons par l’absurde et supposons qu’il existe une valeur propre réelle
λ ; alors par définition il existe une colonne X 6= (0) ∈M4,1(R) telle que KX = λX.
Multiplions cette égalité à gauche par K, on obtient :

K(KX) = K(λX), soit K2X = λKX, ou −IX = λ2X, soit finalement λ2X = −X ; comme
X 6= (0), on sait que cette égalité équivaut à λ2 = −1. Cette équation n’a pas de
solution réelle (car il n’existe aucun nombre réel dont le carré soit strictement
négatif) . On aboutit donc à une absurdité : si λ est une valeur propre réelle de K,
alors on doit avoir λ2 = −1, ce qui est impossible.

La matrice K n’admet aucune valeur propre réelle.

Remarque : une autre façon de raisonner. Puisque K2 = −I, alors K2 + I = (0). Cela
veut dire que le polynôme P = X2 + 1, qui n’est pas le polynôme nul, est annulateur
de K. On sait, d’après le cours, que si K admet une valeur propre réelle, celle-ci est
nécessairement racine de P . Or il est visible que P n’a pas de racines réelles car,
pour tout réel x : P (x) ≥ 1 > 0. La conclusion est que K n’a pas de valeurs propres
réelles.

QUESTION−2

a). M2 = (aI + bK)2 = a2I2 + 2abIK + b2K2 puisque I et K commutent, soit
M2 = (a2 − b2)I + 2abK, et comme bK = M − aI, on obtient M2 = (a2 − b2)I + 2a(M − aI),
soit finalement :

∀(a, b) ∈ R2, M2 = −(a2 + b2)I + 2aM.

b). Cette dernière égalité s’écrit aussi M(−M + 2aI) = (−M + 2aI)M = (a2 + b2)I.
Or (a, b) 6= (0, 0), donc (a2 + b2) 6= 0, ce qui permet de diviser par a2 + b2 et on a :
M

(
1

a2 + b2 (−M + 2aI)
)

=
(

1
a2 + b2 (−M + 2aI)

)
M = I.

page 1 Jean MALLET et Michel MITERNIQUE c© EDUKLUB SA
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La matrice M est inversible pour tous réels a et b tels
que (a, b) 6= (0, 0) et M−1 = 1

a2 + b2 (−M + 2aI).

Remarque : Pour montrer l’inversibilité d’une matrice B ∈ M4(R), nous sommes
revenus à la définition, à savoir il existe une matrice B′ ∈ M4(R) telle que BB′ =
B′B = I. On aurait pu se dispenser de vérifier les deux égalités car le lecteur sait
certainement que grâce au théorème du rang il suffit d’avoir BB′ = I pour pouvoir
affirmer que B est inversible et que B−1 = B′.

c). On a M =
√

2I + K ; c’est le cas particulier a =
√

2 et b = 1. On peut affirmer

compte tenu du b) que M est inversible et M−1 = 1
3(−M + 2

√
2I)

Sous forme matricielle M−1 = 1
3



−1 + 2

√
2 −1 1 3

−1 −1 + 2
√

2 −1 2
0 1 2

√
2 −1

−1 −1 0 2 + 2
√

2




QUESTION−3

a). On a v1 = (1, 0, 0, 0), v2 = (1, 1, 0, 1), v3 = (0, 0, 1, 0), v4 = (−1, 1, 0, 0)

Ecrivons la matrice P des coordonnées en colonnes de ces 4 vecteurs dans la base
canonique de R4.

P =




1 1 0 −1
0 1 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0


 et effectuons L4 ←− L4−L2, il vient




1 1 0 −1
0 1 0 1
0 0 1 0
0 0 0 −1


 . C’est une

matrice triangulaire dont aucun terme diagonal n’est nul :

La matrice P est inversible et par suite, c’est un résultat du cours,
les vecteurs v1, v2, v3 et v4 forment une base de R4.

b). Les calculs sont sans difficultés, ils se font matriciellement : soit u ∈ R4 et U la
matrice colonne de ses coordonnées dans la base canonique de R4, alors la matrice
colonne des coordonnées de f(u) dans cette même base est U ′ donnée par U ′ = KU.
On obtient
f(v1) = (1, 1, 0, 1) = v2

f(v2) = f(f(v1)) = −v1 car K2 = −I ⇐⇒ f2 = − Id
f(v3) = (−1, 1, 0, 0) = v4

f(v4) = f(f(v3)) = −v3.

Par définition de la matrice d’un endomorphisme dans une base donnée,

K ′ =




0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0




c). Nous avons répondu à cette question dans le a) : pour mémoire

P =




1 1 0 −1
0 1 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0




d). La matrice K ′ est la matrice de f dans la base (v1, v2, v3, v4) et K est la matrice
de f dans la base canonique, donc d’après la formule de changement de base

pour les matrices K ′ = P−1KP
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