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HEC III 2002 1

ANNALES DE MATHEMATIQUES 2002

HEC III

CORRIGE

EXERCICE−I

QUESTION−1.

a) La multiplication des matrices de E étant interne dans E, les matrices AM et MB
sont dans E. La soustraction étant elle aussi interne dans E, la matrice AM −MB
est dans E.

ϕA,B est une application de E dans E.

Soit (M,N) ∈ E2 et α ∈ R.

ϕA,B(αM + N) = A(αM + N)− (αM + N)B
= αAM + AN − αMB −NB
= α(AM −MB) + (AN −NB)
= αϕA,B(M) + ϕA,B(N).

L’application ϕA,B est un endomorphisme de E.

• M ∈ VA,B ⇐⇒ AM = MB
⇐⇒ AM −MB = (0)
⇐⇒ ϕA,B(M) = (0).

VA,B = Ker ϕA,B, donc VA,B est un sous-espace vectoriel de E.

b)

AU1 − U1B =
(

1 −1
−1 1

)(
1 0
0 0

)
−

(
1 0
0 0

)(−1 0
2 1

)

=
(

1 0
−1 0

)
−

(−1 0
0 0

)

=
(

2 0
−1 0

)

ϕA,B(U1) = 2U1 − U3.

AU2 − U2B =
(

1 −1
−1 1

)(
0 1
0 0

)
−

(
0 1
0 0

)(−1 0
2 1

)

=
(

0 1
0 −1

)
−

(
2 1
0 0

)

=
(−2 0

0 −1

)

ϕA,B(U2) = −2U1 − U4.
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AU3 − U3B =
(

1 −1
−1 1

)(
0 0
1 0

)
−

(
0 0
1 0

)(−1 0
2 1

)

=
(−1 0

1 0

)
−

(
0 0

−1 0

)

=
(−1 0

2 0

)

ϕA,B(U3) = −U1 + 2U3.

AU4 − U4B =
(

1 −1
−1 1

)(
0 0
0 1

)
−

(
0 0
0 1

)(−1 0
2 1

)

=
(

0 −1
0 1

)
−

(
0 0
2 1

)

=
(

0 −1
−2 0

)

ϕA,B(U4) = −U2 − 2U3

Notons UA,B la matrice de ϕA,B dans la base (U1, U2, U3, U4) de E. Par définition
de la matrice d’un endomorphisme, on obtient UA,B en mettant en colonnes les
coordonnées de ϕA,B(U1), ϕA,B(U2), ϕA,B(U3), ϕA,B(U4) dans la base (U1, U2, U3, U4). On
obtient donc

UA,B =




2 −2 −1 0
0 0 0 −1

−1 0 2 −2
0 −1 0 0




• Effectuons sur les lignes de UA,B les opérations suivantes :

L1 ←→ L3, L2 ←→ L4, puis L3 ←− L3 + 2L1, puis L3 ←− L3 − 2L2. On obtient
successivement les matrices

−1 0 2 −2

0 −1 0 0
2 −2 −1 0
0 0 0 −1


 ,



−1 0 2 −2

0 −1 0 0
0 −2 3 −4
0 0 0 −1


 ,



−1 0 2 −2

0 −1 0 0
0 0 3 −4
0 0 0 −1




Cette dernière matrice est triangulaire supérieure, aucun des termes de la diagonale
n’est nul, elle est donc inversible et UA,B aussi. ϕA,B est donc un automor-
phisme de E

De ce fait, VA,B = Ker ϕA,B est réduit à {0E}.

QUESTION−2.

a) Soit M =
(

x y
z t

)
∈ E.

M ∈ VD,∆ ⇐⇒ DM −M∆ = (0)

⇐⇒
(

1 0
0 r

)(
x y
z t

)
−

(
x y
z t

)(
1 0
0 s

)
= (0)

⇐⇒
(

x y
rz rt

)
−

(
x sy
z ts

)
= (0)

⇐⇒
(

0 y(1− s)
z(r − 1) (r − s)t

)
= (0).

Cette égalité matricielle équivaut elle-même au système :





y(1− s) = 0
z(r − 1) = 0
(r − s)t = 0

C’est-à-dire y = z = t = 0 puisque s 6= 1 et r 6= 1 et r 6= s.
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VD,∆ =
{

M =
(

x 0
0 0

)
/ x ∈ R

}

b)

VD,∆ = vect
( (

1 0
0 0

) )
= vect(U1).

QUESTION−3.

a) Rappelons que les matrices de E = M2(R) peuvent être considérées comme
matrices des endomorphismes de R2 muni de sa base canonique. Comme dimR2 = 2,
les matrices de M2(R) ne peuvent pas avoir plus de deux valeurs propres distinctes.
Les réels 1 et a− b étant distincts, si nous vérifions que ces deux nombres
sont valeurs propres de A, on pourra conclure que 1 et a−b sont les valeurs
propres de A.

• Montrons qu’il existe un couple (x, y) 6= (0, 0) de R2 tel que :

A

(
x
y

)
= 1

(
x
y

)
.

Cette égalité équivaut successivement à :{
ax + (1− a)y = x
bx + (1− b)y = y

;
{

(a− 1)x + (1− a)y = 0
bx− by = 0 ;

{
(a− 1)(x− y) = 0

b(x− y) = 0

Effectuons alors l’opération L1 ←− L1 − L2, cela donne le système équivalent :{
(a− b− 1)(x− y) = 0

b(x− y) = 0

Or, par hypothèse, a − b 6= 1, donc a − b − 1 6= 0 et la première équation équivaut à
x = y et cette solution vérifie aussi la deuxième équation.

En conclusion : le réel 1 est valeur propre de A , puisque l’équation A

(
x
y

)
= 1

(
x
y

)

admet pour solutions tous les couples (x, x) avec x ∈ R.

Par suite,

E1(A) = vect
( (

1
1

) )
.

• De la même façon, A

(
x
y

)
= (a− b)

(
x
y

)
équivaut au système :

{
ax + (1− a)y = (a− b)x
bx + (1− b)y = (a− b)y lui même équivalent à :

bx + (1− a)y = 0, soit aussi à x = a− 1
b

y puisque b 6= 0.

En conclusion : le réel a− b est valeur propre de A, puisque l’équation

A

(
x
y

)
= (a− b)

(
x
y

)
admet pour solutions tous les couples (a− b

b
y, y) avec y ∈ R. Par

suite,

Ea−b(A) = vect
( (

a− 1
b
1

))
= vect

( (
a− 1

b

) )
.

Finalement la matrice A possède effectivement deux valeurs propres
distinctes 1 et a − b ; la condition suffisante de diagonalisation est
satisfaite.
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