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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2002

ESSEC MATH III

CORRIGE

ESSEC III

EXERCICE I : Algèbre linéaire et probabilités

1) Etude d’un endomorphisme Φ de Rp[X].

a).

• L’application x 7−→
∫ x

1

P (t)dt est la primitive de P qui s’annule pour x = 1.

Comme P est un polynôme, on sait que toutes ses primitives sont des polynômes,
donc celle-ci aussi.

• Soit P un polynôme non nul. Si l’on note P (t) =
k∑

j=0

ajt
j (0 ≤ k ≤ p), alors une

primitive de P est Q tel que Q(t) =
k∑

j=0

aj

j + 1 tj+1 ; il en résulte que ∀x ∈ R,

∫ x

1

P (t)dt =

Q(x)−Q(1).

Ce polynôme x 7−→ Q(x)−Q(1) est divisible par (x− 1), donc il existe un polynôme T
tel que Q(x)−Q(1) = (x− 1)T (x) (i).

Or deg(Q) = deg(P ) + 1 ; deg(Q) = deg(T ) + 1 d’après (i) , donc deg(T ) = deg(P )

Finalement ∀x 6= 1, P̂ (x) =
Q(x)−Q(1)

x− 1 = T (x).

Donc P̂ = T sur R − {1} ; ces deux polynômes cöıncident sur R − {1}, donc
ils cöıncident partout.

Pour tout polynôme P 6= 0, P̂ est un polynôme de même degré

b).

* Si P = 0, il est clair que P̂ = 0. Soit maintenant deux polynômes P et P1 non
nuls, un réel λ et x un réel distinct de 1. Compte tenu du résultat précédent :
∀P ∈ Rp[X], Φ(P ) ∈ Rp[X].

̂(P + λP1)(x) = 1
x− 1

∫ x

1

(
P (t) + λP1(t)

)
dt

= 1
x− 1

∫ x

1

P (t)dt + λ 1
x− 1

∫ x

1

P1(t)dt

= P̂ (x) + λP̂1(x) = (P̂ + λP̂1)(x).

Donc P̂+λP̂1 = ̂(P + λP1) sur R−{1}. De plus (P̂+λP̂1)(1) = P̂ (1)+λP̂1(1) = P (1)+λP1(1) =
(P + λP1)(1) = ̂(P + λP1)(1).
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∀x ∈ R, ̂(P + λP1)(x) = (P̂ + λP̂1)(x), donc ̂P + λP1 = (P̂ + λP̂1)

ou encore Φ(P + λP1) = Φ(P ) + λΦ(P1). Conclusion : Φ ∈ L(Rp[X]).

• Déterminons KerΦ :

On sait que P 6= 0 =⇒ deg Φ(P ) = deg P , donc Φ(P ) 6= 0. Le seul polynôme du noyau de

Φ est donc le polynôme nul : KerΦ = {0} : Φ est injective

De plus, Φ est un endomorphisme d’un espace de dimension p + 1, donc

c’est un automorphisme de Rp[X].

Remarque : On aurait pu dire - mais cela aurait été plus long : l’image par Φ de
la base canonique de Rp[X] est un système de p + 1 polynômes non nuls de degrés
0, 1, , . . . , p (on dit aussi de degrés échelonnés) ; ces p + 1 vecteurs forment un
système libre dans un espace de dimension p + 1, par conséquent, ils en forment une
base : Φ transforme une base de Rp[X] en une base de Rp[X], c’est donc un
automorphisme de Rp[X].

c).

Pour tout x 6= 1,

Φ(ek)(x) = 1
x− 1

∫ x

1

tkdt = 1
x− 1

[
tk+1

k + 1

]x

1

= 1
k + 1

xk+1 − 1
x− 1 = 1

k + 1

k∑

j=0

xj

On aura reconnu la somme des k + 1 premiers termes de la suite géométrique de
premier terme 1 et de raison x 6= 1. Remarquons que cette égalité est valable aussi

pour x = 1 ; elle donne Φ(ek)(1) = ek(1) = 1k = 1 = 1
k + 1

k∑

j=0

1 = k + 1
k + 1 , car d’après la

définition de Φ, Φ(P )(1) = P̂ (1) = P (1).

∀k ∈ [[0; p]], Φ(ek) = 1
k + 1

k∑

j=0

ej .

Notons A la matrice de Φ dans la base canonique de Rp[X] :

A =




1 1
2

1
3 . . . 1

k + 1 . . . 1
p + 1

0 1
2

1
3 . . . 1

k + 1 . . . 1
p + 1

0 0 1
3 . . . 1

k + 1 · · · 1
p + 1

...
. . . . . .

...
...

...
. . . 1

k + 1
...

...
. . . . . .

...
0 . . . . . . . . . . . . 0 1

p + 1




Dans la colonne numéro k + 1, se trouvent les coordonnées de Φ(ek), soit

( 1
k + 1 , . . . , 1

k + 1︸ ︷︷ ︸
k+1

èmerang

, 0 . . . , 0)
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