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ESSEC II 2002 1

ANNALES DE MATHEMATIQUES 2002

ESSEC MATH II

CORRIGE

PARTIE I

QUESTION−1.

Résolution numérique de l’équation x2 + x− 1 = 0 (0 < x < 1).

a) L’équation a pour discriminant 5, ses solutions sont −1 +
√

5
2 , −1−√5

2
. Elles sont

de signes contraires : −1 +
√

5
2 > 0 et −1−√5

2 < 0. La solution positive est −1 +
√

5
2

.

Or
4 < 5 < 9 =⇒ 2 <

√
5 < 3 car x 7−→ √

x est strictement croissante sur R+

=⇒ 1 < −1 +
√

5 < 2

=⇒ 1
2 <

−1 +
√

5
2 < 1,

donc
−1 +

√
5

2 ∈ ]0; 1[, d’où r2 = −1 +
√

5
2

.

b)
1
2 ≤ x ≤ 1 =⇒ 3

2 ≤ x + 1 ≤ 2

=⇒ 1
2 ≤

1
x + 1 ≤

2
3 ≤ 1.

On a pris les inverses de nombres strictement positifs.

Donc ∀x ∈ [ 12 , 1], f(x) ∈ [ 12 , 1].

c) Il est immédiat que :

∀x ∈ R+, f ′(x) = − 1
(1 + x)2

et ∀x ∈ R+, |f ′(x) | = 1
(x + 1)2

.

Il s’ensuit que
1
2 ≤ x ≤ 1 =⇒ 3

2 ≤ x + 1 ≤ 2

=⇒ 9
4 ≤ (x + 1)2 ≤ 4

puisqu’il s’agit d’inégalités entre nombres positifs et pour les mêmes
raisons on peut prendre les inverses :
1
2 ≤ x ≤ 1 =⇒ 1

4 ≤
1

(x + 1)2
≤ 4

9
.

∀x ∈ [ 12 , 1], |f ′(x) | ≤ 4
9
.
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d) Montrons que ∀n ∈ N, un ∈ [ 12 , 1] par un raisonnement par récurrence. Notons Pn

la propriété ” un ∈ [ 12 , 1] ”.

Initialisation : Pour n = 0, la propriété est vraie car u0 = 1.

Hérédité : supposons qu’il existe n ∈ N / Pn soit vraie. On a donc un ∈ [ 12 , 1]. Or

un+1 = f(un), donc d’après la question 1 b), on conclut que un+1 ∈ [ 12 , 1]. La propriété

est donc héréditaire.

D’après le principe du raisonnement par récurrence, ∀n ∈ N, un ∈ [ 12 , 1]

• D’après l’étude faite à la question 1 a), on sait que r2 ∈ [ 12 , 1].

f est dérivable sur [ 12 , 1] et sur cet intervalle |f ′(x) | ≤ 4
9 d’après la question 1 c).

On peut alors appliquer l’inégalité des accroissements finis entre les points
un et r2 qui, tous les deux, sont dans l’intervalle [ 12 , 1].

∀n ∈ N, |f(un)− f(r2) | ≤ 4
9 |un − r2 |. (1)

Or r2 est solution de l’équation x2 +x−1 = 0, soit aussi x(x+1) = 1, et puisque r2 6= −1,

on peut écrire : r2 = 1
r2 + 1 : r2 = f(r2).

En tenant compte du fait que f(un) = un+1, l’encadrement (1) devient :

∀n ∈ N, |un+1 − r2 | ≤ 4
9 |un − r2 |. (2)

• Montrons alors par récurrence que : ∀n ∈ N, |un − r2 | ≤
(

4
9

)n

. Notons Qn cette

propriété.

Initialisation : pour n = 0, |u0 − r2 | = |1− r2 | ≤ 1 car r2 ∈ [ 12 , 1], donc |1− r2 | =

1− r2 ≤ 1
2 ≤ 1. Or

(
4
9

)0

= 1, donc on a bien |u0 − r2 | ≤
(

4
9

)0

.

Hérédité : supposons qu’il existe n ∈ N / Qn soit vraie ; cela signifie que |un − r2 | ≤(
4
9

)n

. Multiplions cette inégalité par 4
9 > 0, il vient 4

9 |un − r2 | ≤
(

4
9

)n+1

. Or d’après

l’inégalité (2) |un+1 − r2 | ≤ 4
9 |un − r2 |, donc par comparaison, on obtient

|un+1 − r2 | ≤ 4
9 |un − r2 | ≤

(
4
9

)n+1

, soit finalement |un+1 − r2 | ≤
(

4
9

)n+1

. La propriété

est héréditaire.

Par principe de récurrence, ∀n ∈ N, |un − r2 | ≤
(

4
9

)n

.

La suite
((

4
9

)n)
est une suite géométrique dont la raison 4

9 est en valeur absolue

strictement inférieure à 1 ; cette suite converge donc vers 0. Par théorème

d’encadrement , 0 ≤ |un − r2 | ≤
(

4
9

)n

, on conclut que lim
n→+∞

|un − r2 | = 0, soit

lim
n→+∞

(un − r2) = 0.

lim
n→+∞

un = r2.

page 2 Jean MALLET et Michel MITERNIQUE c© EDUKLUB SA
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QUESTION−2.

a) Posons, pour x ∈ [0; 1] , g(x) = x3 + x2 + x− 1. Alors ∀x ∈ [0; 1] , g′(x) = 3x2 + 2x + 1 (g
est une fonction polynomiale, donc dérivable).

Il en résulte immédiatement que ∀x ∈ [0; 1], g′(x) > 0.

La fonction g est strictement croissante sur [0; 1].

De plus g est continue sur [0; 1], puisqu’elle est dérivable.

g(0) = −1 et g(1) = 2.

La fonction g est continue, strictement croissante sur l’intervalle [0; 1] ;
elle est donc bijective de cet intervalle sur son image qui est l’intervalle
[g(0), g(1)] = [−1, 2] par croissance de g. Or 0 appartient à l’intervalle image,
donc il existe un réel et un seul, noté r3 de l’intervalle [0; 1] tel que g(r3) = 0.
De plus r3 6= 0 puisque g(0) = −1 6= 0 et r3 6= 1 puisque g(1) = 2 6= 0.

∃ !r3 ∈ ]0; 1[ / g(r3) = 0, soit r3
3 + r2

3 + r3 − 1 = 0.

b) ∀x ∈ [ 13 ; 1] , on a 1
9 + 1

3 + 1 ≤ x2 + x + 1 ≤ 3 puisque la fonction x 7−→ x2 + x + 1

est strictement croissante sur l’intervalle [ 13 ; 1] comme le montre facilement le signe

de sa dérivée 2x + 1. C’est-dire que l’on a 0 < 13
9 ≤ x2 + x + 1 ≤ 3. Comme il s’agit

d’inégalités entre nombres strictement positifs, on peut prendre les inverses
et l’on obtient : 1

3 ≤
1

x2 + x + 1
≤ 9

13 < 1.

∀x ∈ [ 13 ; 1] , f(x) ∈ [ 13 ; 1].

c) Remarquons que ∀x ∈ R, x2 + x + 1 6= 0. En effet, le discriminant de l’équation
x2 +x+1 = 0 vaut −3 < 0 : cette équation n’a donc pas de racines réelles. La fonction
f est donc une fraction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas : elle est
donc dérivable sur R. (on peut même dire qu’elle est de classe C∞.) Donc

∀x ∈ R, f ′(x) = −2x− 1
(x2 + x + 1)2

.

∀x ∈ R ,

f ′′(x) =
−2(x2 + x + 1)2 − (−2x− 1)2(2x + 1)(x2 + x + 1)

(x2 + x + 1)4

=
−2(x2 + x + 1)2 + 2(2x + 1)2(x2 + x + 1)

(x2 + x + 1)4

=
−2(x2 + x + 1) + 2(2x + 1)2

(x2 + x + 1)3

=
−2(x2 + x + 1) + 2(4x2 + 4x + 1)

(x2 + x + 1)3

∀x ∈ R, f ′′(x) =
6x(x + 1)

(x2 + x + 1)3
.

• Sur [ 13 ; 1] , f ′′(x) > 0 puisque tous les termes intervenant dans f ′′(x) sont

strictement positifs. La fonction f ′ est strictement croissante ; dressons son tableau
de variations :
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