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La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans lappréciation des copies.

Les candidats sont invités G encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

lls ne doivent faire usage d’aucun document : ['utilisation de toute calculatrice et de tout matériel
électronique est interdite. Seule I'utilisation d'une régle graduée est autorisée.

Si au cours de l'épreuve un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il le signalera sur
sa copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené a prendre.

On désigne par N un nombre entier supérieur a 1 et par a un nombre réel strictement positif. L'objet du
probléme est d'étudier la rentabilité d'un investissement en fonction du taux d'intérét ce qui conduit a
I'étude dans les parties II et I1T des équations suivantes pour0<x<1:

NN+ 4t +x-a =0,
N+ (N-1¥' + L +2¢ +x—a = 0.

Dans la partie I, on étudie la premiére de ces équations dans deux cas particuliers (N = 2 et 3).

PARTIE 1

1°) Résolution numérique de I'équation x> +x-1=0 (0<x<1)
On considére dans cette question la fonction Jf définie pour x > 0 par :
f) = ——
x+1

a) Montrer que I'équation x* + x — 1 = 0 a une et une seule racine réelle appartenant a 10, 1[, et préciser
la valeur de cette racine r».
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b) Montrer, si x désigne un nombre réel appartenant & [1/2, 1], que f{x) appartient a [1/2, 1].
¢) Calculer la dérivée f' de fet prouver I'inégalité suivante pour 1/2<x<1:
4
() £ —.
forsg
d) On considére la suite définie par uo = 1 et uyn = Aun).
Prouver I'inégalité suivante et la convergence de la suite (u,) vers ry :

Vne N, lu,-ni< (%)".

2°) Résolution numérique de I'équation CHxt+x-1=00<x<1)
On considére dans cette question la fonction fdéfinie pour x = 0 par:
xX) = .
fx) X +x+1
a) Montrer que I'équation ¥ +x* +x — 1 =0 a une seule racine réelle r3 appartenant alo, i[.
b) Montrer, si x désigne un nombre réel appartenant a [1/3, 1], que f{x) appartient a [1/3, 1].

¢) Calculer les dérivées f et f” de f, et en déduire le maximum de la valeur absolue de f'(x) pour x
appartenant a [1/3, 1].

d) On considére la suite définie par uo = 1 et upey = fUn).
Majorer | u, — r3 | en fonction de n et prouver la convergence de la suite (1) vers rs.

PARTIE 11

3°) Etude de I'équation DM+ +x-a=0

On note f la fonction polynome définie par : fu(x) = LAt x—a

a) Montrer que I'équation fi(x) = 0 posséde une racine strictement positive xy et une seule, puis montrer
que celle-ci appartient a ]0, 1[ lorsque N > a.

b) Montrer la relation (*) : (x - 1frx) = @+ 1x+a.

4°) Racine positive de I'équation N+ +x—-a=0
a) Montrer que fy+1(xy ) > fMxn) et en déduire que la suite (xy) est strictement décroissante.
En déduire que la suite (xy) converge vers un nombre réel x* appartenant a [0, 1[.

b) Montrer que 0 < xy < x4, puis que 0< (xN)N < (x4)" lorsque N > 4 ol 4 est un entier naturel non nul.

En choisissant 4 > a, en déduire la limite de la suite (xNN) lorsque N tend vers +oo, puis, & l'aide de

1a relation (*), exprimer la limite x* en fonction de a.
- a
On convient alors de poser xy = _—T(l +£,), et & tend donc vers 0 lorsque N tend vers +oo.
a+

¢) Etablir a l'aide de la relation (*) I'égalité suivante :
(N+ 1)eN[ln(-—aﬁ) +In(1+£,)] = £y In(€y) + Ey In(a).
a

En déduire les limites de (N + 1)ey et de (1 + EN)N+l lorsque N tend vers +oo, puis déterminer a l'aide
de 1a relation (*) un équivalent de &y en fonction deaetN.

On considére un investissement qui nécessite I'apport initial d'une somme So > 0 l'année 0, puis qui
rapporte ensuite la méme somme S > 0 pendant chacune des N années suivantes, c'est a dire pendant
les années 1, 2, ..., N..
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Lorsque le taux d'intérét des placements est supposé constant au cours du temps et égal a r > 0, on sait
que le placement d'une somme s a I'issue de l'année 0 conduit a une somme s, = (1+7)s a l'issue de
Fannée 1, ..., 2 une somme sn=(1+r)"s & l'issue de I'année n, ...

Dans ce contexte, on obtiendra une somme S, a l'issue de I'année n si et seulement sj on obtient
une somme S, / (1+r)" A I'issue de l'année 0 (puisque le placement d'une telle somme Sy / (1+r)" conduit
précisément a I'obtention de la somme S» a l'issue de n années de placement). Aussi appellera-t-on dans
ce contexte valeur présente de la somme Sy la somme S,/ (1+)".

5°) Taux d'intérét permettant la réalisation de I'investissement
a) Montrer que la valeur présente (a la fin de I'année 0) de l'investissement décrit ci-dessus est égale,
compte tenu de la dépense initiale S, et des revenus attendus, a :

VP(r) = S -+ SN_1+...+—~—-S 2+_“S
(I+nr (I+r) (1+r) 1+~

-5,.

L'investissement précédent est alors réalisé si et seulement si l'inégalité VP(r)> 0 est vérifiée, c'est a dire
s'il est financiérement plus intéressant de réaliser | investissement projeté que de placer la somme S,
au taux d'intérét r des placements comme on I'a décrit plus haut,

b) Montrer que I'équation VP(r) = 0 posséde une racine strictement positive ry et une seule si N > S,/.S,
et donner I'expression de celle-ci en fonction de Xy €t montrer que l'investissement décrit est réalisé
si et seulement si r <y,

¢) Préciser le sens de variation et la limite 7* de la suite (ry), puis exprimer cette limite #* en fonction
de et Sy et préciser un équivalent de I'erreur +* — ry faite en remplagant ry par r*.

PARTIE III

6°) Etude de I'équation Nx" + N-D""+ . +x—a=0

On note gy la fonction polynéme définie par : gp(x) = Nx¥ + (N - DM+ 2+ x—a

a) Montrer que I'équation gp(x) = 0 possede une racine strictement positive Yy~ et une seule, puis
montrer que celle-ci appartient 4 ]0, 1] lorsque NN+1)>2a.

b) Montrer la relation (**) : (x — 1)’gux) = N2 — (W + D!+ x ~ a(x - 1)
g

7°) Racine positive de I'équation Nx" + V-4 L +x—g=0
a) Montrer que gy.1(yy ) > gi(vw) et en déduire que la suite (yy) est strictement décroissante.
En déduire que la suite (yy) converge vers un nombre réel y* appartenant a [0, If.

b) Montrer que 0 < Nyy" < Ny4" pour N> 4 ot 4 est un nombre entier tel que A(4 + 1) > 2a.
En déduire la limite de la suite ™ lorsque N tend vers +w, et, a l'aide de la relation (**),
exprimer la limite y* en fonction de a.

On modifie les hypothéses précédentes et on suppose désormais que l'investissement considéré, qui
nécessite toujours I'apport initial d'une somme So I'année 0, rapporte de plus en plus pendant chacune
des N années suivantes, comme suit : une somme S l'année 1, une somme 2 |'année 2, une somme 38
l'année 3, ... , une somme NS I'année N.

8°) Taux d'intérét permettant la réalisation de I'investissement

a) Montrer que la valeur présente (a Ia fin de I'année 0) de l'investissement décrit est égale a :
VP(r) = NSN+(N—1I3‘_91+...+ 2S2+ S ~5,.
(d+r (I+r) (d+r¥ 1+r

L'investissement précédent est alors réalisé si et seulement si l'inégalité VP (r) > 0 est vérifiée.
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tement positive ry et une seule lorsque

b) Montrer que I'équation VP(r) = 0 posséde une racine stric
ci en fonction de yy et montrer que

NN + 1) > 250/ §, puis donner I'expression de celle-
l'investissement décrit est réalisé si et seulement si 7 <ry.

¢) Préciser le sens de variation et la limite r* de la suite (ry), puis exprimer cette limite r* en fonction

de S et So.

* kK

4
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ESSEC MATH II

CORRIGE

PARTIE I

QUESTION-1.

Résolution numérique de ’équation 2> +2—-1=0 (0 <z < 1).

a) L’équation a pour discriminant 5, ses solutions sont -1 JQF V5 , -1 5 V5, Elles sont

de signes contraires : _1+\/5 >0 et _1%‘/5 < 0. La solution positive est _1%‘/5
Or

4<5<9 =2<+b5<3 car z+— /r est strictement croissante sur R+
= 1<-1+V5<2

:>%<_1%\/5<17

71%\/5 €10;1]

—1+5

)
,dOU’I"QZ 5

donc

DNO|— o
~

IN
8

IN
_
IN

= r+1<2
—t 1

IN

<

P 1.

DO DI
IN

D W

On a pris les inverses de nombres strictement positifs.

Donc | Vz € [%,1], f(z) €]

1
L.

c) Il est immédiat que :

Vi e Ry, f(z)= —ﬁ et ¥z € Ry, | f/(x)| = —2

Il s’ensuit que

%Swgl :,»%gx+1g2
:%S(x+1)2§4

puisqu’il s’agit d’inégalités entre nombres positifs et pour les mémes
raisons on peut prendre les inverses :

| 1o 1 4
jrsl=i<lusy
1 4
Vz € [éal]v |fl(x)| < g
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2 ESSEC II 2002

d) Montrons que Vn € N, u, € [1 1] par un raisonnement par récurrence. Notons P,

§7
la propriété ” u, € [%, 1] 7.
Initialisation : Pour n = 0, la propriété est vraie car uy = 1.
Hérédité : supposons qu’il existe n € N / P, soit vraie. On a donc u,, € [%,1]. Or
Unt1 = f(uy,), donc d’apres la question 1 b), on conclut que u,;; € [%, 1]. La propriété

est donc héréditaire.

D’apres le principe du raisonnement par récurrence, Vn € N, u,, € [%, 1]

e D’apres 'étude faite a la question 1 a), on sait que r, € [%, 1].

1
27
On peut alors appliquer I’inégalité des accroissements finis entre les points
u, €t ro qui, tous les deux, sont dans l'intervalle [%, 1].

f est dérivable sur [5,1] et sur cet intervalle | f/(x)| < % d’apres la question 1 c).

¥n €N, | f(un) = f(r2)| < §lun —12]. (1)
Or ry est solution de I'équation z2+x—1 = 0, soit aussi z(z+1) = 1, et puisque ry # —1,
on peut écrire : r2 = - i_ 7| re=[r).

En tenant compte du fait que f(u,) = u,11, 'encadrement (1) devient :
\V/’IIEN, |u7l+1_T2|§%|u7L_T2|' (2)

e Montrons alors par récurrence que : ¥n € N, |u, —ry| < (%)n . Notons Q,, cette

propriété.
Initialisation : pour n = 0,|ug — 72| = [1—72| < 1 car r; € [%,1], donc |1 —ry| =
1 4\° : 4\°
l-rp <5< Or (§> =1, donc on a bien |ug —rz| < <§>
Hérédité : supposons qu’il existe n € N / Q, soit vraie ; cela signifie que |u, —ra| <
n n+1
(%) . Multiplions cette inégalité par % > 0, il vient %|un —ry| < (%) . Or d’apres
I'inégalité (2) |uy1 — 72| < %|un —ry|, donc par comparaison, on obtient
n+1 . n+1 s
|Up g1 — o] < %\un —ry| < (%) , soit finalement |u, 1 — o] < (%) . La propriété

est héréditaire.

n
Par principe de récurrence, Vn € N, |u,, — 2| < (4>

9
n
La suite ((%) ) est une suite géométrique dont la raison % est en valeur absolue
strictement inférieure a 1 ; cette suite converge donc vers 0. Par théoreme
n

d’encadrement , 0 < |u, —rs| < (%) , on conclut que nEIilm‘u7l—T2| = 0, soit
lim (u, —ry) =0.
n—-+4oo

lim wu, =ro.

n—-+o0o n 2
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QUESTION-2.

a) Posons, pour z € [0;1] , g(z) = 2% + 22 + 2 — 1. Alors Vo € [0;1] , ¢'(z) =322+ 22 +1 (g
est une fonction polynomiale, donc dérivable).

Il en résulte immédiatement que vz € [0;1], ¢'(z) > 0.

La fonction g est strictement croissante sur [0;1].

De plus g est continue sur [0;1], puisqu’elle est dérivable.

g(0) = —1 et g(1) = 2.

La fonction ¢ est continue, strictement croissante sur l’intervalle [0;1] ;
elle est donc bijective de cet intervalle sur son image qui est ’intervalle
[9(0),9(1)] = [-1,2] par croissance de g. Or 0 appartient a l’intervalle image,
donc il existe un réel et un seul, noté r; de ’intervalle [0;1] tel que g(r3) = 0.
De plus r; # 0 puisque g(0) = -1 #0 et r3 # 1 puisque g(1) =2 # 0.

Jlrs €]0;1] / g(r3) =0, soit 73 + 73 +r3 —1 = 0.

b) vz € [%;1] , on a $+%+1 < 2? + z +1 < 3 puisque la fonction z — 22 + 2 + 1
est strictement croissante sur l'intervalle [%; 1] comme le montre facilement le signe

de sa dérivée 2z + 1. C’est-dire que 'on a 0 < 19—3 < 2? +r+1 < 3. Comme il s’agit

d’inégalités entre nombres strictement positifs, on peut prendre les inverses

et 'on obtient : 1 < — 1 9 1
3= 4x+1 13

vz e (31, f@) € [3:1).

c) Remarquons que Vz € R, 2%+ + 1 # 0. En effet, le discriminant de 1’équation
22 +x+1=0vaut —3 <0 : cette équation n’a donc pas de racines réelles. La fonction
f est donc une fraction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas : elle est
donc dérivable sur R. (on peut méme dire qu’elle est de classe ¢*.) Donc

—2z —1
Vo eR S@) = Gry s
VreR ,
. 2@ +z+1)2 - (22— 122z + 1) (22 + 2+ 1)
f (CC) = D) 1
(z?+2+1)
2@+ +1)2+ 220 +1)% (2P +z+ 1)
B (2* + 2 +1)*
2@+ r+1)+220+1)2
N (22 +2+1)3
2@+ o+ 1)+ 242 + 4z + 1)
N (22 +2+1)3
” 6z(x + 1)
Ve eR, f@) = ey
e Sur [%; 1] , f’(z) > 0 puisque tous les termes intervenant dans f”(z) sont

strictement positifs. La fonction f’ est strictement croissante ; dressons son tableau
de variations :
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