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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2002

ESCP-EAP MATH III

CORRIGE

EXERCICE

QUESTION−1.

a) On a facilement A = J − 4I, soit J = A + 4I

b) J2 =




1 1 1
1 1 1
1 1 1







1 1 1
1 1 1
1 1 1


 =




3 3 3
3 3 3
3 3 3




J2 = 3J.

Ceci signifie que (A + 4I)2 = 3(A + 4I). Mais A et I commutent, on peut
développer (A + 4I)2 par le binôme de Newton.

(A + 4I)2 = A2 + 8A + 16I (car AI = IA = I et I2 = I.) On obtient donc la relation :
A2 + 8A + 16I = 3(A + 4I) = 3A + 12I, soit

A2 + 5A + 4I = (0).

c) L’égalité précédente s’écrit aussi : A(A + 5I) = −4I, soit encore A
(
− 1

4(A + 5I)
)

= I.

Ceci prouve que A est inversible et on a : A−1 = −1
4(A + 5I).

Remarque et rappel de cours. : On aurait pu - ou on aurait dû - vérifier que(
− 1

4(A+5I)
)
A = I pour satisfaire à la définition de matrice inversible, à savoir : une

matrice A ∈ M3(R) est inversible si et seulement s’il existe une matrice B ∈ M3(R)
telle que AB = BA = I.

On peut s’en dispenser. En effet, supposons que l’on ait seulement l’égalité AB = I
et notons f et g les endomorphismes de R3 associés aux matrices A et B dans la base
canonique de R3. L’égalité AB = I équivaut à f ◦g = IdR3 . Alors g est injective ; en
effet, considérons un vecteur u du noyau de g (g(u) = 0) et appliquons f à cette égalité
; il vient f(g(u)) = f(0) = 0 puisque f est linéaire et d’autre part f(g(u)) = (f ◦ g)(u) = u
d’après la relation vérifiée par f et g. Il s’ensuit que u = 0.

Conclusion : g est injective et, puisque g est un endomorphisme de l’espace
R3 de dimension finie, on conclut que g est bijective. Composons alors l’égalité
f ◦ g = IdR3 par g−1 à droite, il vient f ◦ g ◦ g−1 = IdR3 ◦g−1, soit f = g−1 (ou encore
g = f−1). Ce qui prouve bien que f est bijective (puisque g−1 l’est). Traduisons ce
résultat sur les matrices : A est inversible et B = A−1.
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Remarque : On peut aussi considérer A et B comme les matrices d’endomorphismes
f et g de l’espace vectoriel M3,1(R) rapporté à sa base canonique. C’est ce que nous
ferons dans la question suivante.

QUESTION−2.

a) Un calcul immédiat donne : JU = 3U. Or U 6=



0
0
0


 , donc

Le réel 3 est valeur propre de J, le vecteur U

étant un vecteur propre associé.

b) Considérons, comme nous l’avons annoncé plus haut, que J est la matrice d’un
endomorphisme j de M3,1(R) rapporté à sa base canonique E1, E2, E3. D’après la
matrice J, on a JE1 = JE2 = JE3 = E1 + E2 + E3

où E1 =




1
0
0


 , E2 =




0
1
0


 et E3 =




0
0
1


 . On déduit que JE1 − JE2 =




0
0
0


, soit

J(E1−E2) =




0
0
0


. Par définition, la matrice colonne E1−E2 =




1
−1

0


 est une colonne

propre associée à la valeur propre 0. De même J(E1−E3) =




0
0
0


, ce qui indique que

la matrice colonne E1−E3 =




1
0

−1


 est une colonne propre associée à la valeur propre

0.

Le sous-espace propre E(0, J) de J associé à la valeur propre 0 contient déjà les
deux vecteurs E1 − E2 et E1 − E3 qui ne sont visiblement pas colinéaires (ou non
proportionnels) et forment donc une famille libre. Ceci permet d’affirmer que
dim E(0, J) ≥ 2.

D’autre part, on a vu à la question 2−a) que 3 était valeur propre de J, donc
dim E(3, J) ≥ 1. Or on sait que les sous-espaces propres sont en somme directe, ce
qui implique que la somme de leurs dimensions est inférieure ou égale à dimM3,1(R),
laquelle vaut 3. On a donc l’encadrement suivant :

1 + 2 ≤ dim(0, J) + dim E(3, J) ≤ 3.

Il en résulte que : dim E(0, J) + dim E(3, J) = 3.

Conclusion : dim E(0, J) = 2 et (E1 − E2, E1 − E3) en est une base.

c) La matrice J n’est pas inversible puisque 0 est valeur propre de J.

Remarque : Ce résultat était prévisible car les lignes de J sont égales, et le système
dont la matrice est J n’est donc pas de Cramer (en effectuant les opérations
L2 ←− L2 − L1 et L3 ←− L3 − L1 on obtient une matrice triangulaire supérieure dont
deux termes diagonaux sont nuls).

On aurait pu dire aussi que les colonnes de J étaient égales, donc j(E1) = j(E2) = j(E3),
ce qui prouve que j n’est pas injective, donc sa matrice J n’est pas inversible.

L’égalité dim E(0, J) + dimE(3, J) = dimM3,1(R) = 3 prouve que J

possède deux valeurs propres 0 et 3, et la condition nécessaire
et suffisante de diagonalisabilité est satisfaite : La matrice J est
diagonalisable.
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Remarque : ce résultat était également prévisible puisque la matrice J est symétrique
réelle (cette condition, rappelons-le, est une condition suffisante de diagonalis-
abilité).

QUESTION−3.

a) Soit X 6=



0
0
0


 telle que JX = λX. Cela signifie que λ est valeur propre de J et que

X est un vecteur propre associé. Or JX = λX équivaut, d’après 1−a) à (A+4I)X = λX,
soit encore à :

AX = (λ− 4)X.

Conclusion : λ est valeur propre de J si et seulement si λ − 4 est
valeur propre de A

b) d’après le a), les valeurs propres de A sont 3− 4 = −1 et 0− 4 = −4.

Toujours d’après le a), X est vecteur propre de J associé à la valeur propre λ si
et seulement si X est vecteur propre de A associé à la valeur propre λ − 4. Notons
E(−4, A) et E(−1, A) les sous-espaces propres de A associés aux valeurs propres −4 et
−1. On peut, d’après ce qui précède, dire que :

E(−4, A) = E(0, J) = vect(E1 − E2, E1 − E3) = vect
(




1
−1

0


 ,




1
0

−1




)

E(−1, A) = E(3, J) = vect(E1 + E2 + E3) = vect
(




1
1
1




)

dim E(−4, A) + dim E(−1, A) = dimM3,1(R) = 3 : A est diagonalisable.

Remarque : ce résultat était également prévisible car A est une matrice symétrique
réelle.

c) Soit X une colonne propre de A associée à la valeur propre µ, on a AX = µX ; cette
égalité équivaut à X = A−1(µX) = µA−1X (en effet, on passe de l’égalité AX = µX
à l’égalité X = A−1(µX) en multipliant à gauche par A−1 et l’on passe de l’égalité
X = A−1(µX) à AX = µX en multipliant à gauche par A). D’autre part, la matrice A
est inversible ce qui équivaut à dire que 0 n’est pas valeur propre de A. Dans ces
conditions, l’égalité X = µA−1X équivaut à A−1X = 1

µX.

Conclusion : AX = µX ⇐⇒ A−1X = 1
µX. Et puisque X n’est pas

nulle, on peut énoncer : µ est valeur propre de A si et seulement si
1
µ est valeur propre de A−1.

Les valeurs propres de A−1 sont donc 1
−1 = −1 et 1

−4 = −1
4
.

Remarquons, d’après les calculs précédents que :

X 6=



0
0
0


 et AX = µX équivaut à X 6=




0
0
0


 et A−1X = 1

µX. Ceci veut dire que X

est vecteur propre de A associé à la valeur propre µ si et seulement si X est vecteur
propre de A−1 associé à la valeur propre 1

µ
. Si l’on note E( 1

µ,A−1) le sous-espace

propre de A−1 associé à la valeur propre 1
µ , on a :
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X ∈ E(µ,A) ⇐⇒ X ∈ E( 1
µ,A−1).

E(−1, A−1) = E(−1, A) et E(−1
4 , A−1) = E(−4, A).

Or dim E(−4, A) + dim E(−1, A) = dimM3,1(R) = 3,

donc dim E(−1
4 , A−1) + dim E(−1, A−1) = dimM3,1(R) = 3.

La matrice A−1 est diagonalisable.

QUESTION−4.

a) ∀(x, y) ∈ R2,

Fa(x, y) = ( x y a )



−3x + y + a
x− 3y + a
x + y − 3a




Fa(x, y) = −3x2 − 3y2 − 3a2 + 2xy + 2ax + 2ay.

Fa est de classe C1 car c’est un polynôme.

∀(x, y) ∈ R2,
∂Fa

∂x
(x, y) = −6x + 2y + 2a et ∂Fa

∂y
(x, y) = −6y + 2x + 2a.

b) Le couple (x0, y0) ∈ R2 est donc solution du système :





∂Fa

∂x
(x0, y0) = 0

∂Fa

∂y
(x0, y0) = 0

Ce système équivaut successivement à :{−6x0 + 2y0 + 2a = 0
−6y0 + 2x0 + 2a = 0 puis à

{−3x0 + y0 + a = 0
−3y0 + x0 + a = 0

Effectuons L2 ←− L2 − L1, il vient
{−3x0 + y0 + a = 0

4(x0 − y0) = 0

Ce qui donne immédiatement x0 = y0 = a
2
.

Un calcul sans difficulté donnera : Fa(x0, y0) = Fa(a
2 , a

2 ) = −2a2.

c) Rappelons une formule que nous utiliserons ici : ∀(a, b, c) ∈ R3 :
(a + b + c)2 = a2 + b2 + c2 + 2ab + 2ac + 2bc.

∀(x, y) ∈ R2,

Ga(x, y) = Fa(x, y) + 1
3(3x− y − a)2 + 2a2

= −3x2 − 3y2 − 3a2 + 2xy + 2ax + 2ay

+1
3(9x2 + y2 + a2 − 6xy − 6ax + 2ay) + 2a2

= −8
3y2 − 2

3a2 + 8
3ay

= −2
3(4y2 − 4ay + a2)

∀(x, y) ∈ R2, Ga(x, y) = −2
3(2y − a)2 ;

il en résulte que ∀(x, y) ∈ R2, Ga(x, y) ≤ 0.
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