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EXERCICE

On désigne par I, O, J et A les matrices carrées d’ordre 3 suivantes :

100 000 111
I=10 10}, oO={(0oo0o0|, J=|111), a=[1 -3 1
00 1 00 0 111 1 1 -3

Ecrire la matrice A comme combinaison linéaire des matrices I et J, puis la matrice J comme
combinaison linéaire des matrices A et I.

Exprimer J? en fonction de J et en déduire que la matrice A vérifie 'égalité A2 + 54 + 41 = O.

Montrer que la matrice A est inversible et exprimer son inverse A~! en fonction des matrices [

et J.
1

Soit U la matrice-colonne {1 }. Calculer le produit matriciel J /.
1
En déduire une valeur propre de la matrice J.

Montrer que 0 est valeur propre de J et donner une base du sous-espace propre associé,

La matrice J est-elle inversible ? La matrice J est-elle diagonalisable ?

Soit X une matrice-colonne non nulle & trois éléments et A un réel vérifiant J X = AX. Montrer
qu’il existe un réel u que I’on donnera en fonction de A vérifiant AX = pX.

En déduire que A est diagonalisable et que ses valeurs propres sont —1 et —4.

Sans expliciter la matrice A1) calculer ses valeurs propres et montrer qu’elle est diagonalisable.

4. Soit a un paramétre réel et F, la fonction définje sur R? par :

a)

Fo(z,y)= (x y a) /-3 1 1 T

Vérifier que cette fonction est de classe C'! sur R? et calculer ses dérivées partielles d’ordre 1 en
tout point (z.y) de R2.
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b) Montrer qu’il existe un unique point (z9,yo) de R2, que l'on précisera, en lequel les dérivées
partielles d’ordre 1 de F, sont nulles. Calculer F,(z0,0)-

1
¢) Calculer, pour tout couple (z,y) de R2, le nombre : Ga(z,y) = Fa(z,y) + 5(3::: —y—a)l+ 24’

et préciser son signe.

d) En déduire que la fonction F, admet un unique extremum sur R2. Préciser s'il s’agit d'un
minimum ou d’un maximum et donner sa valeur notée M(a).

e) Montrer que la fonction M qui, a tout réel a associe le nombre M (a), admet un unique extremum
que 'on précisera. Que peut-on en conclure 7

PROBLEME

Pour toutes suites numériques u = (Un)nen €t v = (vn)ner, on définit la suite u * v = w par :

n
VneN, w, = Euk Vn—k

k=0
Partie 1 : Exemples

1. Premiers exemples
Pour tout entier naturel n, calculer wy, en fonction de n dans chacun des cas suivants :

a) pour tout entier naturel n, u, = 2 et v, = 3.

b) pour tout entier naturel n, unp = 2" et v, = 3",

211 371

c) pour tout entier naturel n, up = — et v = —-
n! n!

2. Programmation

1
Dans cette question, les suites u et v sont définies par : VneN, u, =In(n+1) et vy, = STl
n

Ecrire un programme en Turbo-Pascal qui demande & V'utilisateur une valeur de Uentier naturel n, qui
calcule et affiche les valeurs wg, wi, ..., Wn.

3. Un résultat de convergence

. . . 1\" . ,
Dans cette question, la suite u est définie par : Yn € N, u, = (—2-> et v est une suite de réels

positifs, décroissante a partir du rang 1 et de limite nulle.

m
a) Etablir, pour tout couple d’entiers naturels (n,m) vérifiant n < m, l'inégalité : Z Up < Uy, -
k=n+1
b) Soit n un entier strictement supérieur A 1. Prouver les inégalités :

wan < Vo U + 20 + VL UR € Wonil K Vo Udntl F 2Unt1 VL UL
c) En déduire que les deux suites (w2n)neri et (wan+1)nem convergent vers 0.

La suite (wp)nert converge donc, elle aussi, vers 0.

1\
d) Soit b la suite définie par : Vn € N, b, = (—5) . A laide de la question précédente, montrer

que la suite b x v est convergente et de limite nulle.

Partie 2 : Application i I’étude d’un ensemble de suites

Dans cette partie, A désigne Pensemble des suites a = (@n)nen de réels positifs vérifiant :

. 1
Vn €N, ant1 < §(an + an-1)

1. Montrer que toute suite décroissante de réels positifs est élément de A et qu’une suite strictement
croissante ne peut appartenir a A.

) ) 2/4
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. o, L. 1
2. Soit 2z = (2n)nert une suite réelle vérifiant : Yn € N*, Zpgl = -2—(zn + 2p—1).

a) Montrer qu'il existe deux constantes réelles a et 3 telles que l'on a :

Vn €N, zn=a+ﬁ(—-¥;-)

b) En déduire qu’il existe des suites appartenant 3 A et non monotones,

1 n
3. Soit a = (ay)ner; un élément de A et b la suite définie par : Vn e N, b, = ( - 5—) .

. . 1
On définit alors la suite ¢ par: cp=ap et VYneN* ¢, =aq,+ 3 an=1-

a) Montrer que la suite ¢ est décroissante & partir du rang 1 et qu’elle converge vers un nombre ¢
que l'on ne cherchera pas & calculer.

n k
1
b) Pour tout entier naturel n, établir égalité : Z <—§) Cn—k = Gp.
k=0
Que peut-on en déduire pour les suites bxcet g?

¢) Soit ¢ la suite définie par: Vn €N, ¢, = ¢, — £. Montrer que la suite b x ¢ converge vers (.

d) On désigne par d la suite b % ¢.
Pour tout entier naturel n, établir I’égalité : d,, = a, — —3—€ 1- (—5) .

En déduire que la suite a converge et préciser sa limite.
Partie 3 : Application aux variables aléatoires

Dans cette partie, toutes les variables aléatoires envisagées sont supposées définies sur le meéme espace
probabilisé (2, A, P).

1. Résultats préliminaires
On suppose que X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes, & valeurs dans N et on désigne

par S leur somme.

a) Pour tout entier naturel n, onpose: up = P([X =n]) et v, = P([Y =n]).
Montrer que 'on a :  Vn € N, P([S = n]) = w,, (w étant la suite définje 3 partir des suites u
et v en téte du probleme).

b) Retrouver alors le résultat de la question 1.c) de la Partie 1 par un choix adéquat des lois de X
et de Y.

c) Pour toute variable aléatoire Z a valeurs dans N, on note 2-Z [a variable aléatoire prenant, pour
tout entier naturel n, la valeur 27" sj et seulement si I’événement [Z = n] est réalisé. Montrer
que la variable aléatoire 2-Z admet une espérance donnée par :

B(277) = gﬂP([z == (3)

On note r(Z) cette espérance.

d) Que peut-on dire des variables aléatoires 27X et 2-Y 7
En déduire Iégalité : r(S) = r(X)r(Y).

e) On suppose que (Xn)netie est une suite de variables aléatoires indépendantes, a valeurs dans N
et de méme loi. Pour tout entier naturel non nul ¢, on désigne par Sq la variable aléatoire définie

q
par: S, =" X;. Etablir Pégalité : 7(Sg) = (r(X1))2.

=1
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2. Une formule sommatoire
n+l
a) Montrer que les égalités :  Vn € N, P((Z=n]) = 3 définissent la loi de probabilité d’une
variable aléatoire Z a valeurs dans N. Calculer alors le nombre r(Z).

b) On suppose que (Xn)nen+ est une suite de variables aléatoires indépendantes, 3 valeurs dans N,
de méme loi que Z et, pour tout entier naturel non nul g, on désigne encore par Sq la variable :
q
Sq = Z X;
i=1 n
En admettant, pour tout entier naturel non nul g, Pégalité ZC’Z e = :1:;411 41, montrer par

k=0
récurrence que la loi de S, est donnée par :

B 1 n-+q
Vn €N, P([S;=nl) = ng+}1—1 (5)

¢) Pour tout entier naturel non nul g, calculer le nombre r(S,) et en déduire la relation :
0 . n
- 1 4\ 1
s (3) - ()
4 3
n=0

On admet, dans cette question, que la variable aléatoire Z définie a la question 2.a) représente le
nombre de petits devant naitre en 2003 d’un couple de kangourous. Chaque petit kangourou a la

3. Un exemple concret

1
méme probabilité — d’étre male ou femelle, indépendamment des autres. On note F la variable

aléatoire égale au nombre de fernelles devant naitre en 2003.

a) Préciser, pour tout entier naturel n, la loi conditionnelle de F sachant [Z = n].

b) A Taide de la formule obtenue en 2.c, montrer que la loi de F' est donnée par :

VneN, P(F =n) = % (%)

c) Justifier Pexistence des espérances E(Z) et E(F) des variables aléatoires Z et F, puis vérifier
Pégalité : E(Z) = 2 E(F).
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ESCP-EAP MATH III

CORRIGE

EXERCICE

QUESTION-1.

a) On a facilement | A=J—41, soit J = A+ 41
11 1\ /1 1 1 3 3 3

b) 2=(1 1 1 1 1 1]=(3 3 3
11 1/\1 1 1 3 3 3

Ceci signifie que (A + 4I)?2 = 3(A + 4I). Mais A et I commutent, on peut
développer (4 +41)% par le bindme de Newton.

(A+4I)? = A2 + 8A + 161 (car Al = TA =1 et I? = I.) On obtient donc la relation :
A? +8A+161 = 3(A+41) =3A+ 121, soit

A? +5A+ 41 = (0).

c) L’égalité précédente s’écrit aussi : A(A+5I) = —41, soit encore A( —2(A+ 5[)) =1.

W=

Ceci prouve que A est inversible et on a : A=! = fi(A +51).

Remarque et rappel de cours. : On aurait pu - ou on aurait da - vérifier que
(— %(/H— 51 ))A = I pour satisfaire a la définition de matrice inversible, a savoir : une

matrice A € M3(R) est inversible si et seulement s’il existe une matrice B € M3(R)
telle que AB=BA =1.

On peut s’en dispenser. En effet, supposons que l'on ait seulement 1’égalité AB =TI
et notons f et g les endomorphismes de R? associés aux matrices A et B dans la base
canonique de R3. L’égalité AB = I équivaut a fog =1Idp, . Alors g est injective ; en
effet, considérons un vecteur u du noyau de g (g(u) = 0) et appliquons f a cette égalité
; il vient f(g(u)) = f(0) = 0 puisque f est linéaire et d’autre part f(g(u)) = (fog)(u) =u
d’apres la relation vérifiée par f et g. Il s’ensuit que u = 0.

Conclusion : g est injective et, puisque g est un endomorphisme de I’espace
R? de dimension finie, on conclut que g est bijective. Composons alors ’égalité
fog=1Idr, par g~! a droite, il vient fogog™ =Idg,og~!, soit f = ¢g~! (ou encore
g = f1). Ce qui prouve blen que f est bijective (pulsque g~ ! lest). Traduisons ce
résultat sur les matrices : A est inversible et B = A~!
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Remarque : On peut aussi considérer A et B comme les matrices d’endomorphismes
f et g de l'espace vectoriel M3 ;(R) rapporté a sa base canonique. C’est ce que nous
ferons dans la question suivante.

QUESTION-2.

0
a) Un calcul immédiat donne : | JU =3U.|Or U+ | 0 | , donc
0

Le réel 3 est valeur propre de J, le vecteur U
étant un vecteur propre associé.

b) Considérons, comme nous l’avons annoncé plus haut, que J est la matrice d'un
endomorphisme j de Mj;(R) rapporté a sa base canonique FE;, F», E3. D’apres la
matrice J, on a JE; = JE; = JE3 = E1 + Ey + E3

1 0 0 0
ouE =|0],E=|(1]e E5=10].0On déduit que JE;, — JE, = | 0 |, soit
0 0 1 0
J(Ey—FEy) = | 0 |. Par définition, la matrice colonne E; —E, = [ —1 | est une colonne
0 0
0
propre associée a la valeur propre 0. De méme J(E; — E3) = | 0 |, ce qui indique que
0
1
la matrice colonne E;—E; = [ 0 | est une colonne propre associée a la valeur propre
—1

0.

Le sous-espace propre E(0,J) de J associé a la valeur propre 0 contient déja les
deux vecteurs E; — E» et F; — F3 qui ne sont visiblement pas colinéaires (ou non
proportionnels) et forment donc une famille libre. Ceci permet d’affirmer que
dim E(0, J) > 2.

D’autre part, on a vu a la question 2—a) que 3 était valeur propre de J, donc
dim E(3,J) > 1. Or on sait que les sous-espaces propres sont en somme directe, ce
qui implique que la somme de leurs dimensions est inférieure ou égale a dim M3 ;(R),
laquelle vaut 3. On a donc I'encadrement suivant :

142 < dim(0, J) + dim E(3,J) < 3.

Il en résulte que : dim E(0, J) + dim E(3, J) = 3.

Conclusion : dim E(0,J) = 2 et (E; — E», E; — E3) en est une base.

c) La matrice J n’est pas inversible puisque 0 est valeur propre de J.

Remarque : Ce résultat était prévisible car les lignes de J sont égales, et le systeme
dont la matrice est J n’est donc pas de Cramer (en effectuant les opérations
Ly «— Ly — Ly et Ly «—— L3 — L; on obtient une matrice triangulaire supérieure dont
deux termes diagonaux sont nuls).

On aurait pu dire aussi que les colonnes de J étaient égales, donc j(E) = j(E2) = j(Es),
ce qui prouve que j n’est pas injective, donc sa matrice J n’est pas inversible.

L’égalité dim E(0,J) + dim E(3,J) = dimMs;;(R) = 3 prouve que J
possede deux valeurs propres 0 et 3, et la condition nécessaire
et suffisante de diagonalisabilité est satisfaite : La matrice J est
diagonalisable.
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Remarque : ce résultat était également prévisible puisque la matrice J est symétrique
réelle (cette condition, rappelons-le, est une condition suffisante de diagonalis-
abilité).

QUESTION-3.

0
a) Soit X # (O) telle que JX = AX. Cela signifie que X est valeur propre de J et que
0
X est un vecteur propre associé. Or JX = AX équivaut, d’apres 1-a) a (A+41)X = \X,
soit encore a :

AX = (A—4)X.

Conclusion : X est valeur propre de J si et seulement si A — 4 est
valeur propre de A

b) d’apres le a), les valeurs propres de Asont | 3—-4=-1et 0-4=—4.

Toujours d’apres le a), X est vecteur propre de J associé a la valeur propre A si
et seulement si X est vecteur propre de A associé a la valeur propre A — 4. Notons
E(—4,A) et E(—1,A) les sous-espaces propres de A associés aux valeurs propres —4 et

—1. On peut, d’apres ce qui précede, dire que :
1 1 )
1], o
0 -1

dim E(—4, A) +dim E(-1, A) = dim M3 ;(R) = 3 : A est diagonalisable.

E(*4,A) = E(O, J) = Vect(E1 - EQ, E1 — Eg) = vect

BE(-1,A) = B(3,J) = vect(Ey + By + E3) = vect (

— = = /N

Remarque : ce résultat était également prévisible car A est une matrice symétrique
réelle.

c¢) Soit X une colonne propre de A associée a la valeur propre u, on a AX = uX ; cette
égalité équivaut a X = A~'(uX) = pA~1X (en effet, on passe de I'égalité AX = uX
a I'égalité X = A~1(uX) en multipliant a gauche par A=! et 'on passe de 1'égalité
X = A7} (uX) & AX = pX en multipliant & gauche par A). D’autre part, la matrice A
est inversible ce qui équivaut a dire que 0 n’est pas valeur propre de A. Dans ces
conditions, I’égalité X = uA-1X équivaut a A='X = %X.

Conclusion : AX = uX < A7'X = %X. Et puisque X n’est pas
nulle, on peut énoncer : p est valeur propre de A si et seulement si

% est valeur propre de A~1.
Les valeurs propres de A~! sont donc %1 =-let }4 = —i
Remarquons, d’apres les calculs précédents que :
0 0
X#|10| et AX = puX équivaut a X # [0 ]| et A71X = %X. Ceci veut dire que X
0 0
est vecteur propre de A associé a la valeur propre pu si et seulement si X est vecteur
propre de A~! associé a la valeur propre % Si 'on note E(%,A*I) le sous-espace
propre de A~! associé a la valeur propre %, on a :
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X € B(p, A) <= X € E(%,A‘l).
E(-1,A") = B(-1,4) et B(~1, A7) = B(~4, A).

Or dim E(—4, A) + dim E(—1, A) = dim M3, (R) = 3,
donc dim B(—§, A™") + dim E(~1, A™") = dim M3, (R) = 3.

La matrice A~! est diagonalisable.

QUESTION-4.

a) V(x,y) € R?,

Fo(w,y) = (=

—3x+y+a
y a)| z—3y+a
z+y—3a

F,(x,y) = =322 — 3y? — 3a® + 22y + 2ax + 2ay.

F, est de classe C! car c’est un polynome.

V(z,y) € R?, OF, (z,y) = =6z + 2y + 2a et OF, (z,y) = —6y + 2z + 2a.
or oy
oF,
. . 87($07ZU0> =0
b) Le couple (zg,y0) € R? est donc solution du systeme : OF

ay (95073/0) =0

Ce systeme équivaut successivement a :
{—6x0+2y0+2a =0 -Sa{—?)xo—i-yo-i-a =0

—6yo + 2z + 2a

Effectuons Ly «— L, — Ly, il vient {

Ce qui donne immédiatement | zo =y, =

Un calcul sans difficulté donnera : | Fu(zo,%0) = Ful

=0 pul —3yo+x0+a =0

—3150 + Yo +a =0
4(950 - yo) =0

IS}

) = —2a”.

a
2

(VIS

c¢) Rappelons une formule que nous utiliserons ici : V(a,b,c) € R? :

V(z,y) € R?,

Ga(z,y)

page 4

= 5= §e*+ Say
2
3

(a+b+c)? =a%+ b+ c?+ 2ab + 2ac + 2be.

Fa(l‘vy) + %(3‘73 — Y- a)Q + 2(12

—3x2 — 3y? — 3a® + 2y + 2ax + 2ay
+%(9x2 + 9% 4 a® — 6xy — 6ax + 2ay) + 2a°

2 8

(4y? — 4ay + a?)

V(z,y) € R?, Ga(w,y) = —2(2y — a)? ;

il en résulte que V(z,y) € R?, G.(z,y) <O0.
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