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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2002

HEC, ESCP-EAP, EM LYON 2002

CORRIGE

PARTIE−I : Cas discret

A. Coefficient d’avarie

QUESTION−1

On sait que ∀n ∈ N∗, (T ≤ n) = (T = n) ∪ (T ≤ n − 1) (cette relation est valable même
pour n = 1 car (T ≤ 1) = (T = 1) et (T ≤ 0) = ∅).
Les événements (T = n) et (T ≤ n− 1) sont incompatibles donc

p(T ≤ n) = p(T = n) + p(T ≤ n− 1), ce qui donne

p(T = n) = p(T ≤ n)− p(T ≤ n− 1)
= (1−D(n))− (1−D(n− 1)) = D(n− 1)−D(n).

πn = p(T = n/T > n− 1 ) =
p((T = n) ∩ (T > n− 1))

p(T > n− 1)

=
p(T = n)

p(T > n− 1)
car (T = n) ⊂ (T > n− 1)

=
D(n− 1)−D(n)
1− p(T ≤ n− 1)

∀n ∈ N∗, πn =
D(n− 1)−D(n)

D(n− 1)
.

QUESTION−2−a)

a). C’est du cours E(T ) = 1
p
.

b).

Si n ≥ 1, (T ≤ n) =
n⋃

k=1

(T = k) et rappelons que les événements (T = k) sont deux à

deux incompatibles, donc en posant q = 1− p,

D(n) = 1− p(T ≤ n) = 1−
n∑

k=1

pqk−1 = 1− p
1− qn

1− q

(somme des n premiers termes de la suite géométrique de premier terme p et de
raison q 6= 1)

D(n) = 1− (1− qn)

Donc, pour n ≥ 1, D(n) = qn.

Si n = 1, D(1) = 1− F (1) = 1− P (T = 1) = 1− p = q.
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Conclusion : ∀n ∈ N, D(n) = qn.

Remarque : On aurait aussi pu faire un raisonnement direct : 1− p(T ≤ n) = p(T > n),
c’est la probabilité que pendant les n premiers instants il n’y ait pas de panne.

c).

Il est immédiat alors que : πn = qn−1 − qn

qn−1 =
qn−1(1− q)

qn−1 = 1− q = p

QUESTION−3−a).

On a pour tout n ∈ N∗ : α =
D(n− 1)−D(n)

D(n− 1)
, ce qui équivaut en réduisant au même

dénominateur, à αD(n− 1) = D(n− 1)−D(n), soit

D(n) = (1− α)D(n− 1).

b).

La suite (D(n)) est une suite géométrique, de premier terme D(0) = 1− F (0) = 1 (car
T (Ω) = N∗, donc l’événement (T ≤ 0) est impossible), et de raison 1− α : Il en résulte
que : ∀n ∈ N, D(n) = (1− α)n.

∀n ∈ N∗, p(T = n) = D(n− 1)−D(n) = (1− α)n−1 − (1− α)n = (1− α)n−1α

La variable T suit la loi géométrique de paramètre α.

B. Nombre de pannes successives dans le cas d’une loi géométrique

QUESTION−1

Notons P (n) la propriété :
n∑

j=m

(
j
m

)
=

(
n + 1
m + 1

)
.

Initialisation : Pour n = m,
m∑

j=m

(
j
m

)
=

(
m
m

)
= 1 =

(
m + 1
m + 1

)
. La propriété est vraie au rang m.

Hérédité : Supposons qu’il existe n ≥ m tel que P (n) soit vraie ;
n+1∑

j=m

(
j
m

)
=

n∑

j=m

(
j
m

)
+

(
n + 1

m

)

=
(

n + 1
m + 1

)
+

(
n + 1

m

)
(d’après l’hypothèse de récurrence)

=
(

n + 2
m + 1

)
(d’après la formule de Pascal)

La propriété est vraie au rang n + 1, donc elle est héréditaire.

D’après le principe du raisonnement par récurrence :

∀m ∈ N, ∀n ≥ m,

n∑

j=m

(
j
m

)
=

(
n + 1
m + 1

)
.
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QUESTION−2−a).

S2 = T1 + T2. S2(Ω) = [[2;+∞]].

∀n ≥ 2, (S2 = n) =
n−1⋃

k=1

(
(T1 = k) ∩ (T2 = n− k)

)
. (1)

En effet, on peut considérer le système complet d’événements

{(T1 = k), / k ∈ N∗} ; alors

(S2 = n) =
+∞⋃

k=1

(
(S2 = n) ∩ (T1 = k)

)
=

+∞⋃

k=1

(
(T1 + T2 = n) ∩ (T1 = k)

)

=
+∞⋃

k=1

(
(k + T2 = n) ∩ (T1 = k)

)
=

+∞⋃

k=1

(
(T2 = n− k) ∩ (T1 = k)

)

Et, compte tenu du fait que T2 prend des valeurs supérieures ou égales 1, on conclut
que pour k ≥ n, les événements (T2 = n− k) sont impossibles. Il ne reste dans l’union
que les termes pour 1 ≤ k ≤ n− 1.

Revenons à l’égalité (1), les événements (T1 = k) ∩ (T2 = n − k) sont deux à deux
incompatibles car les événements (T1 = k) le sont, donc

p(S2 = n) =
n−1∑

k=1

p
(
(T1 = k) ∩ (T2 = n− k)

)

=
n−1∑

k=1

p(T1 = k)× p(T2 = n− k) (car les variables T1 et T2

sont indépendantes)

p(S2 = n) =
n−1∑

k=1

pqk−1pqn−k−1 = p2
n−1∑

k=1

qn−2.

∀n ≥ 2, p(S2 = n) = (n− 1)p2qn−2.

b).

Procédons donc par récurrence. Soit, pour k ≥ 1, la propriété H(k) :

∀n ≥ k, p(Sk = n) =
(

n− 1
k − 1

)
pkqn−k avec q = 1− p

Initialisation : pour k = 1.

∀n ≥ 1, p(S1 = n) = p(T1 = n) = pqn−1 =
(

n− 1
1− 1

)
p1qn−1. La propriété est vraie.

Elle est également vraie pour k = 2 d’après le b).

Hérédité : Supposons qu’il existe k ≥ 1 tel que H(k) soit satisfaite.

Sk+1(Ω) = [[k + 1;+∞]] et Sk+1 = Sk + Tk+1. Remarquons tout de suite que Tk+1 est
indépendante des Ti pour i ≤ k, donc Tk+1 est indépendante de leur somme Sk.

Soit n ≥ k + 1.

p(Sk+1 = n) = p(Sk + Tk+1 = n) = p(
n−1⋃

i=k

(
(Sk = i) ∩ (Tk+1 = n− i)

)

=
n−1∑

i=k

p
(
(Sk = i) ∩ (Tk+1 = n− i)

)
(car les événements

(Sk = i) ∩ (Tk+1 = n− i) sont deux à deux incompatibles)

p(Sk+1 = n) =
n−1∑

i=k

p(Sk = i)× p(Tk+1 = n− i) (car les événements

(Sk = i) et (Tk+1 = n− i) sont indépendants).
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