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Exercice 1
Soit (a,),en- une suite de réels strictement positifs telle que la série de terme général — converge.
al’l
. - £ n 2
Le but de cet exercice est de prouver que la série de terme général u, = —————— converge également

a+a,+..+a,

+00 +00 1
et que, de plus,ona: Zu,, < 22— .

n=| n=| a,
1) Etude d'un exemple : pour tout entier naturel #» non nul, on pose a, =n(n+1).

. | | ] : . 1
a) Vérifier que —=———— puis en déduire que la série de terme général — converge et donner sa
a, n n+l n
somme.

b) Pour tout entier naturel non nul, déterminer u, en fonction de n.

¢) Etablir la convergence de la série de terme général u, et donner sa somme, puis en déduire I’inégalité
demandée.
2) Etude d'un deuxiéme exemple.
On suppose, dans cette question, que, pour tout entier naturel » non nul,ona: a, =n!.

a) Ecrire une déclaration de fonction Pascal dont I'en-téte est function fact (n : integer) : integer ; et qui
renvoie n! a l'appel de fact(n).

b) Ecrire le corps principal d'un programme Pascal, utilisant cette fonction, et permettant de calculer et
d'afficher la valeur de u, lorsque la valeur de n est entrée au clavier par l'utilisateur.

£ e . g g 3 L
c) Etablir la convergence de la série de terme général — .
a

n
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y I
d) Montrer que, pour tout entier naturel » non nul, ona: u, <

C(n-1)

+00 +00
e) En déduire que la série de terme général u, converge et que l'ona: Zu,, <2 ZL ;
n=| n=1 Gn
On revient au cas général.
3) Montrer, grace a I’inégalité¢ de Cauchy-Schwarz, que :

2 ] 4 1’12
VneN*, (1+2+..+n)'<(a+tap+...ta)(—+t—+...+—)

a @ a,
4) a) Utiliser le résultat précédent pour établir que :
‘ 2n+1 1 1 2 k?
VneN*, ———M <4(— - —
a +a, +..+a, n?  (n+1)? o a
N N
5 {7 . 2n+1 1
b) En déduire, par sommation, que : VN € N*, Z—————— < 42— :
=l a +612 + ...+a” k=l ay
" e 2n+l - , ,
¢) Montrer enfin que la série de terme général ——————— converge puis établir le résultat demandé.

a+a,+..+a,

Exercice 2

Dans tout l'exercice, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2. On désigne par £ un espace vectoriel
de dimension # et on rappelle qu'un hyperplan de £ est un sous-espace vectoriel de £ de dimension n—1.
Pour finir, on désigne par /d I’endomorphisme identité de £.

1) Etude d'un premier exemple (n =3 et £ = R3).
On considére, dans cette question seulement, I'endomorphisme f de R3dont la matrice dans la base

0 1 2
canonique est M= |0 0 3 |. Montrer que Imfest un hyperplan de R3 et qu'il est stable par f.
0 0 0

2) Etude d'un deuxiéme exemple (n =3 et £= R?).
On considére, dans cette question seulement, I'endomorphisme f de R3dont la matrice dans la base

2 11
canoniqueest M= |1 2 1
11 2

a) Déterminer les valeurs propres de f.
b) Montrer que Ker (f—1d) est un hyperplan de R* et qu'il est stable par f.

On suppose dans la suite que £ est un espace euclidien de dimension # et on note = (e), e», ..., e,) une base
orthonormale de E.

Le produit scalaire des vecteurs x et y de £ est noté <x,y> et la norme de x est notée || x ||.

On considére un endomorphisme fde £ qui possede au moins une valeur propre A réelle et on se propose de
démontrer qu’il existe un hyperplan de £ stable par f.

3) Onnote f* l'endomorphisme de £ dont la matrice dans la base @ est la transposée de la matrice de f dans
la base @.

a) Vérifier que l'ona: V(x,y)e ExXE, <f(x),y> = <x,f*(y)> .
b) Etablir que /* est I'unique endomorphisme de £ vérifiant :
V) e EXE, (f(x),y) = (x,f* ()
4) a) Montrer que A est valeur propre de f™.
b) On considére un vecteur propre u de f* associ€ a la valeur propre A.
Montrer que ( vect (#) )+ est un hyperplan de £ et qu’il est stable par f.
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Exercice 3
1
— six<—1 >1
1) On considére la fonction f'définie sur R par: f(x) = § 2x? - ous :
0  sinon

Montrer que f peut étre considérée comme une fonction densité de probabilité.
Dans la suite, on considére une suite (X;),.y- de variables aléatoires, toutes définies sur le méme espace

probabilisé (Q, 4, P), mutuellement indépendantes et admettant toutes f comme densité.
. S
De plus, pour tout entier naturel #» non nul, on pose S, = Sup(Xj, X, ..., X,) et ¥, = —= . On admet que S, et
n

Y, sont des variables aléatoires a densité définies, elles aussi, sur (€2, 4, P).

2) Déterminer la fonction de répartition, notée F, commune aux variables aléatoires Xj.
3) On note G, la fonction de répartition de la variable aléatoire Y,. Déterminer explicitement G, (x) en

fonction de » et x.

4) a) Montrer que, pour tout réel x négatif ou nul, on a G,(x) < 21—n .

b) Justifier que, pour tout réel x strictement positif, il existe un entier naturel 7o non nul, tel que, pour tout

. . N |
entier n supérieur ou égal a nyp, ona x> —.
n

En déduire que : Vx> 0, 3ny € N*, Vn = ng, G,(x) = [1 —%j .
nx

5) a) Déterminer, pour tout réel x, la limite de G,(x) lorsque » tend vers +o0. On note G(x) cette limite.
b) Montrer que la fonction G ainsi définie est la fonction de répartition d’une variable aléatoire a densité.

¢) En déduire que la suite (Y,),> converge en loi vers une variable aléatoire Y dont la fonction de
répartition est G.

6) Vérifier que la variable aléatoire ¥ suit une loi exponentielle dont on précisera le parametre.

Probléme

On considére deux variables aléatoires X et Y définies sur un espace probabilisé (2, 4, P), indépendantes, et
suivant toutes les deux la loi de Poisson de parameétre A, oi A désigne un réel strictement positif. On se
propose de déterminer un équivalent de la probabilité P(X = ¥) lorsque A est au voisinage de +o .

Partie 1
% w2
Pour tout entier naturel »n, on pose u, = J.o (sinz)"dt .

1) a) Calculer ug et u;.
b) Montrer que la suite (u,) est décroissante.
¢) Etablir que : Vrne N, u, > 0. En déduire que la suite (u,) est convergente.

2) a) Montrer, grice a une intégration par parties, que : Vne N, (7+2) uy = (n+1) u,.
2n)!
) E

b) En déduire que: VneN, uy, = .
(2nxnl)? 2

¢) Montrer que : Vne N, (n+1) ty u, = g

d) En déduire la valeur de uy,+;.

3) a) Calculer lim L

n—>+0 u”

b) En déduire, en utilisant les variations de (u,), que : lim il =1,
n—+o Y,
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T
¢) Montrer enfin que 'ona: u, ~ .
+0 \| 2n

Partie 2

N =X
:mﬁmc__q_uo:_.ﬁo::oo_x_moo:<o_mgomao_::mmqm_oxccn I.—
|_)\_ lw

Dans la suite de cette partie, x désigne un réel strictement positif.

I\ X

2) a) Montrer qu’il existe une constante M telle que : 0 <— .— <M.
o V1 lm

1 1
b) Montrer que : Vu e ovm , _m_lm_+:.
—Uu

+00 +00
e ’dt et b.o 2e dr .

3) a) En se référant a une loi normale, donner les valeurs de .—.o

- ’ le™™ I
UvC:__mQ_oo:m:m@_:oiao<m:m¢_m:H;;co:ﬂ_so::@ﬁnco” ... zl.
o /\M +sx

N

¢) Montrer de la méme fagon que : ._. e Jidi ~ 5 /\l
+0 D x

4) a) Montrer, grace au changement de variable u=1+1¢, que :

v—n m =X _ NW-r l—- e —ux &N\\
I lw u(] Ty
2
b) Utiliser le résultat de la question 2b) pour en déduire que : /(x) ~ |.Nm|
X

Partie 3
1) Exprimer comme somme d'une série la probabilit¢ P(X= Y).

2) a) On désigne par 7 un réel de T_u ; et par x un réel strictement positif.
Montrer que, pour tout z compris entre 0 et —/x, ona: e" <e". Ecrire ensuite I'inégalité de Taylor-

Lagrange a l'ordre 2n pour la wosoao: ur>e* entre 0 et —x.

b) Montrer que : Vk €N, ._,
,:lN

Déduire des d d I M s
¢) Déduire des deux questions précédentes que : | /(x < Uyl -
) q p q (%)= ?S: e @t D1
+00 .X..M\n
d) Montrer enfin que : Vx>0, /(x) = M|
im0 (K1)> 2%

3) Etablir que : P(X=Y) ~
A+ ) \
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EDHEC 2013 option scientifique 1

ANNALES DE MATHEMATIQUES

EDHEC 2013 VOIE S

CORRIGE
EXERCICE I
1-a)
an=n(n+1);
1 _ 1 _ntl—-mn
Un nn+1)  nn+1)
__n+1 n _1_ 1
nin+1) nm+1) " n+l
~ 1 N~l 1 1
Soit S, = ; an = ;(E - m) =1- P (somme télescopique).
lim S,, = 1. Cela veut dire :
n—-+oo
400
La série de terme général % converge et Z % =1
n=1
1-b)
Uy = ’I’Ln = - n .
dar Y k(k+1)
k=1 k=1
S k(k+1) => (K +k)
k=1 k=1
DI
k=1 k=1
_nn+1)2n+1)  n(n+1)
= 6 T3
1
= %(Qn +1+3)
_n(n+1)(n+2)
o 3
3
one nn+1)(n+2) "’ (n+1)(n+2)
3
1—c)
Uy  ~ % ; la série Z % est une série de Riemann convergente (2 > 1), donc par équivalence
(Ho0) M n>1
L . - ) -3 3
des séries a termes positifs, la série 2 u, est convergente. D’autre part, u,, = P e, donc
- ~ 3 3 3 - 3
2= T k) T aer
+oo +oo +oo 1
11 s’ensuit que Z Uy = % < 2. D’apres le a), Z Up <2 Z an
n=1 n=1 n=1
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2 EDHEC 2013 option scientifique

2—a)

FUNCTION FACT( n : integer) : integer ;

var y, k : integer ;

BEGIN

if n = 0 then y := 1 else begin y := 1 ;
fork:=1tondoy:=y*k

end ;

FACT ==y ;

END ;

2—-Db)

PROGRAM EDHEC .

var 1, s, k : integer ; u : real ;

BEGIN
write(’ n entier naturel non nul =) ; readln(n) ;
s:=0;
for k := 1 to n do s := s+fact(k) ;
u:=n/s;
write(" u =", u) ;
END.
2—c)
% = % ; la série Z % est une série exponentielle, elle converge donc.
n>1
2—d)
! . —_n n . 1
° Vnzl,;k.zn!,doncun—zﬂ:klgm. ung(n_l)!
k=1

e Cela prouve (comparaison des séries a termes positifs) que la série de terme général u,, est

—+oo —+oo +oo +oo
convergente et 'on a Z Uy < Z ﬁ = Z %, donc Z u, < e. D’autre part,
n=1 n=1 : n=0 n=1
+oo
Z%:Z%:efl;oregﬂefl) (careZZ),donceﬁZZ% et par suite
n>1 n>1 n=1

“+oo +oo
Z Up < 2 Z ai
n=1 n=1 "

3)

1+2+~-~+n:§k:;\/67k>< \/%

k=1

Notons X = (y/a1,\/az,...,\/an) € R" et Y = (\/10717 \/2672,~~, \/T(ZT) € R™ ; munissons R" du

produit scalaire canonique. D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a (X, Y)? < || X||?||Y]|>.

Ce qui donne immédiatement

2
(1+2+--~+n)2g(a1+a2+---+an)(ail+a%+--~+g—n)
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EDHEC 2013 option scientifique 3

4—a)
1 1 Y < RPN
< o
Gt at o ta, = (1+2+-~~+n)2]; ” d’apres l'inégalité précédente
1 — i2
n2(n+1)2 Zak
k=1
4
n?(n+ 1) & Gk
1 1 _ _2n+1 1 _ 1 1 1
2 (n+1)2 - n2(n+1)%’ donc 2(n+ 1)2 = 2n+1( (n+1)2)' En reportant dans

I'inégalité précédente, il vient

1 4 (1 1 — 52
ay +ag+ -+ ap §2n—|—1(n2 (n+1)2)zak

k=1
o+ 1 <4<;_ 1 )”kj
artaz+--Fap = \p2 2 a
1+ az n (n+1) =
4-b)
Sommons les inégalités précédentes pour n =1 a N ; on obtient :
N n
2n+1 (7_ ) k2
Zla1+a2+. <4Z n_|_]_) kZCL
(1 ~ 1 1 1 k2
oS (b ) S-S (k- k) - S5k
> (e ) X = X (X6 e ZZ ey
Intervertissons les ordres de sommations en remarquant que l'on a toujours 1 < k <n < N. Cela
donne
k2 o 1 1 k2
ZZ CESLL TP P B il mor vk
e ”+1) e v ()T
- k2 > 1 1
=Y By k- )
2o 26 e
N
= Z k2 (L - ;) somme télescopique
= AR (N +1)?
k2 1 1 1 1
<y L = < =
—;akkz car 93 (N+1)2 = 32
Finalement
= 2n + 1 (1 1 ~ k2
n
Zcu+cu+-~+anSA‘Z(?_(11+1)2)Z7et
n=1 n=1 k=1
(— < o = — donc
2 2) = 2 ag’
o ()BT R T GRS
N om + 1 N )
n
Za1+a2+--~+an§42ﬁ
n=1 k=1

Par comparaison des séries a termes positifs, cette inégalité prouve que 1a série de terme

o 2n +1
général o Fa, T Fa, est convergente puisque la série de terme général - Test. De plus
2n 2n+1 - (o 277,
< -
G Fat Fa, S G Tt Far donc la série de terme général @i ¥as+ - Fa, o8
verge également.
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