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EDHEC 2013 option scientifique 1

ANNALES DE MATHEMATIQUES

 !" # $%&' ()* +

#),,*- 

EXERCICE I

1−a)
an = n(n+ 1) ;

1
an

= 1
n(n+ 1)

= n+ 1− n
n(n+ 1)

= n+ 1
n(n+ 1)

− n
n(n+ 1)

= 1
n −

1
n+ 1

.

Soit Sn =

n
∑

k=1

1
ak

=

n
∑

k=1

( 1
k
− 1

k + 1
) = 1− 1

n+ 1
(somme télescopique).

lim
n→+∞

Sn = 1. Cela veut dire :

La série de terme général 1
an

converge et
+∞
∑

n=1

1
an

= 1

1−b)
un = n

n
∑

k=1

ak

= n
n
∑

k=1

k(k + 1)

.

n
∑

k=1

k(k + 1) =
n
∑

k=1

(k2 + k)

=
n
∑

k=1

k2 +
n
∑

k=1

k

=
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+

n(n+ 1)
2

=
n(n+ 1)

6
(2n+ 1 + 3)

=
n(n+ 1)(n+ 2)

3

Donc un = n
n(n+ 1)(n+ 2)

3

; un = 3
(n+ 1)(n+ 2)

1−c)
un ∼

(+∞)

3
n2 ; la série

∑

n≥1

1
n2 est une série de Riemann convergente (2 > 1), donc par équivalence

des séries à termes positifs, la série
∑

n≥1

un est convergente. D’autre part, un = 3
n+ 1

− 3
n+ 2

, donc

n
∑

k=1

uk =
n
∑

k=1

( 3
k + 1

− 3
k + 2

) = 3
2
− 3

n+ 2
.

Il s’ensuit que
+∞
∑

n=1

un = 3
2
≤ 2. D’après le a),

+∞
∑

n=1

un ≤ 2

+∞
∑

n=1

1
an
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2 EDHEC 2013 option scientifique

2−a)
FUNCTION FACT( n : integer) : integer ;

var y, k : integer ;

BEGIN

if n = 0 then y := 1 else begin y := 1 ;

for k := 1 to n do y := y*k

end ;

FACT := y ;

END ;

2−b)
PROGRAM EDHEC .

var n, s, k : integer ; u : real ;

BEGIN

write(’ n entier naturel non nul = ’) ; readln(n) ;

s := 0 ;

for k := 1 to n do s := s+fact(k) ;

u := n/s ;

write(’ u = ’, u) ;

END.

2−c)
1
an

= 1
n!

; la série
∑

n≥1

1
an

est une série exponentielle, elle converge donc.

2−d)

• ∀n ≥ 1,
n
∑

k=1

k! ≥ n! ; donc un = n
n
∑

k=1

k!

≤ n
n!

: un ≤ 1
(n− 1)!

• Cela prouve (comparaison des séries à termes positifs) que la série de terme général un est

convergente et l’on a
+∞
∑

n=1

un ≤
+∞
∑

n=1

1
(n− 1)!

=
+∞
∑

n=0

1
n!
, donc

+∞
∑

n=1

un ≤ e. D’autre part,

∑

n≥1

1
an

=
∑

n≥1

1
n!

= e− 1 ; or e ≤ 2(e− 1) (car e ≥ 2), donc e ≤ 2
+∞
∑

n=1

1
an

et par suite

+∞
∑

n=1

un ≤ 2
+∞
∑

n=1

1
an

3)

1 + 2 + · · ·+ n =
n
∑

k=1

k =
n
∑

k=1

√
ak × k√

ak
.

Notons X = (
√
a1,
√
a2, . . . ,

√
an) ∈ R

n et Y = ( 1√
a1

, 2√
a2

, · · · , n√
an

) ∈ R
n ; munissons R

n du

produit scalaire canonique. D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a 〈X,Y 〉2 ≤ ||X||2||Y ||2.
Ce qui donne immédiatement

(1 + 2 + · · ·+ n)2 ≤ (a1 + a2 + · · ·+ an)(
1
a1

+ 4
a2

+ · · ·+ n2

an
)
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EDHEC 2013 option scientifique 3

4−a)

1
a1 + a2 + · · ·+ an

≤ 1
(1 + 2 + · · ·+ n)2

n
∑

k=1

k2
ak

d’après l’inégalité précédente

≤ 1
n2(n+ 1)2

4

n
∑

k=1

k2
ak

≤ 4
n2(n+ 1)2

n
∑

k=1

k2
ak

1
n2 − 1

(n+ 1)2
= 2n+ 1

n2(n+ 1)2
, donc 1

n2(n+ 1)2
= 1

2n+ 1

(

1
n2 − 1

(n+ 1)2

)

. En reportant dans

l’inégalité précédente, il vient

1
a1 + a2 + · · ·+ an

≤ 4
2n+ 1

(

1
n2 − 1

(n+ 1)2

)

n
∑

k=1

k2
ak

2n+ 1
a1 + a2 + · · ·+ an

≤ 4
(

1
n2 − 1

(n+ 1)2

)

n
∑

k=1

k2
ak

4−b)
Sommons les inégalités précédentes pour n = 1 à N ; on obtient :

N
∑

n=1

2n+ 1
a1 + a2 + · · ·+ an

≤ 4
N
∑

n=1

(

1
n2 − 1

(n+ 1)2

)

n
∑

k=1

k2
ak

Or
N
∑

n=1

(

1
n2 − 1

(n+ 1)2

)

n
∑

k=1

k2
ak

=
N
∑

n=1

(

n
∑

k=1

( 1
n2 − 1

(n+ 1)2
)k

2

ak

)

=
N
∑

n=1

n
∑

k=1

( 1
n2 − 1

(n+ 1)2
)k

2

ak
.

Intervertissons les ordres de sommations en remarquant que l’on a toujours 1 ≤ k ≤ n ≤ N . Cela
donne
N
∑

n=1

n
∑

k=1

( 1
n2 − 1

(n+ 1)2
)k

2

ak
=

N
∑

k=1

N
∑

n=k

( 1
n2 − 1

(n+ 1)2
)k

2

ak

=
N
∑

k=1

k2
ak

N
∑

n=k

( 1
n2 − 1

(n+ 1)2
)

=
N
∑

k=1

k2
ak

(

1
k2
− 1

(N + 1)2

)

somme télescopique

≤
N
∑

k=1

k2
ak

1
k2

car 1
k2
− 1

(N + 1)2
≤ 1

k2

Finalement
N
∑

n=1

2n+ 1
a1 + a2 + · · ·+ an

≤ 4

N
∑

n=1

(

1
n2 − 1

(n+ 1)2

)

n
∑

k=1

k2
ak

et

N
∑

n=1

(

1
n2 − 1

(n+ 1)2

)

n
∑

k=1

k2
ak
≤

N
∑

k=1

k2
ak

1
k2

=
N
∑

k=1

1
ak

, donc

N
∑

n=1

2n+ 1
a1 + a2 + · · ·+ an

≤ 4
N
∑

k=1

1
ak

Par comparaison des séries à termes positifs, cette inégalité prouve que la série de terme

général 2n+ 1
a1 + a2 + · · ·+ an

est convergente puisque la série de terme général 1
an

l’est. De plus

2n
a1 + a2 + · · ·+ an

≤ 2n+ 1
a1 + a2 + · · ·+ an

, donc la série de terme général 2n
a1 + a2 + · · ·+ an

con-

verge également.
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