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PROBLEME 1

Partie I : Etude d’une fonction f définie par une intégrale
—

—+co
1. Montrer que, pour tout z € ]0; 400, Uintégrale / r dt converge.
o I

e—t

z+1

—+o00
On note f :]0;+oo[ — R I’application définie, pour tout = €]0;+oo[, par : f(z) = / dt.
0

~1

dt. En déduire : f(z) . +00.

1
e

2. Montrer : V. 0; y >
ontrer : Vz €]0;+o0], f(z) /0:1:+t

1
- En déduire : f(z) — 0.

T z — 400

3. Montrer : Vz €]0;400[, 0< f(z) <
-+o0
4. Montrer que I'intégrale / te *dt converge et que :
0

1 1 -+00 »
Vz €]0;+00], If(z)—;]ép : te " dt.

En déduire : f(z) ~ %

Tz —+ +00
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Partie II : Une autre expression intégrale de f

A - Dérivabilité et expression de la dérivée de f sous forme d’une intégrale

5. Soit (x, h) €]0;400[xR* tel que h > —-322-

+oo —t
e
a. Montrer que l'intégrale / (x—Q dt converge.
0

+1t)
. 1, 1 1 1 2|h|
. lir: V¢t ; - - S ’
b, Btablir ¥t € [0-+eol; h(m+h+t m+J+XI+ﬂ2 z?
o flz+h)— f(z) /+oo et 2|h|
! : <=
c. En déduire 3 + . (@17 d¢ 3

—+o00 —t
6. En déduire que f est dérivable sur |0;+oo[ et que : Vz €]0;+400[, f'(z)= —/ ( e_|_t)2 dt.
0 z
7. Montrer, pour tout z € ]0;+oo] et tout (¢, A) €]0;1] x [1;4o00] :
A ¢ —A — A ¢
/-il—d:—e +— —/ °_at.
. (x+1)? x+A zxz+e J, x+t
1
8. En déduire : Vz €]0;+00[, f'(z) = - + f(z).
1
9. Montrer que f est de classe C* sur J0; +oo[ et que : Vz €]0;+00], f"(z) = = + f'(x).
T
B - Intervention d’une fonction auxiliaire g
On note g :]0;+00o[ — R I'application définie, pour tout z €]0;+4o0[, par : g(z) = e f(x).
10. Démontrer que g est dérivable sur ]0;+oo[ et que : Vz €]0;+00], ¢'(z) = e
T
+oo e U
11. Montrer que, pour tout z €]0;+4o0|, 'intégrale / o du converge et que :
+00 e U
Vz €]0;+00, g(x) :/ —a—du,
+o0 e U
puis : Vz €]0;400], f(z)= ez/ —u—du.
+oo —u =z
12. Montrer : / 9——du ~ ° .
- u ¢ — 40 T
+o0 e U
13. Quelle est la nature de la série an / —du 7
n>1 L o
Partie III : Etude d’une densité
1 et | -
— si t>0,
On note h : R — R P'application définie, pour tout ¢ € R, par : h(t) =<¢ f(1)1+1¢
0 si t<0.

14. Montrer que h est une densité.

15. Soit X une variable aléatoire réelle admettant h pour densité. Montrer que X admet une espérance
et calculer E(X) a l'aide de f(1).
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PROBLEME 2

Dans tout le probléme, n est un entier tel que n > 2.
On note M,,(R) I'ensemble des matrices carrées réelles d’ordre n et M, ;(R) 'ensemble des matrices
réelles a une colonne et n lignes, nommeées « matrices colonnes » dans la suite du probléeme.

Si A € M,,(R), alors *A désigne la matrice transposée de A.

Si V € M, 1(R), alors *V désigne la matrice transposée de V.
Si A e M,(R) et si (i,7) € [1;n]?, alors le coefficient de la ligne numéro i et de la colonne numéro j
de A est noté a;;, la matrice A est notée A = (a; ;)

1<i,j<n’
%1
SiV=|: | eM,i1(R), alors la matrice colonne V est notée V' = (v;)1<i<n-
Un
Si A= (ai;), <ijen € Min(R), alors pour tout j € [1;n], on note C;(A) la matrice colonne de M,,1(R)

constituée des coefficients de la colonne numéro j de A. Ainsi : C;(A4) = (a;;)1<i<n-

Partie I : Un exemple
1
-1
2
-1
1. Vérifier que 0 est valeur propre de Ag et déterminer une base du sous-espace propre associé.

2. a. Calculer AyUy.
b. Montrer que Ay est diagonalisable dans My (R).

c. Déterminer une matrice diagonale D de My(R) et une matrice inversible P de My(R) telles
que Ag = PD P71

Soient U(] = . Vb = et AO == UO t%.

> W DN

Partie II : Trace d’une matrice carrée

Pour toute matrice carrée A = (a; ;) € M,,(R), on appelle trace de A et on note Tr(A) la somme

1<4,5€<n

des coefficients diagonaux de A, c’est a dire Tr(A) = Zaiﬂ-.
i=1

3. Montrer que Papplication Tr : M,(R) — R, A +—— Tr(A), est linéaire.
4. Montrer : V(A, B) € M,(R)?, Tr(AB) = Tr(BA).

5. Vérifier : VA = (i), .., € Ma(R), Tr(*44)=> "> a’,.

i=1 j=1

Partie III : Une caractérisation des matrices de rang 1

6. Soient U = (;)1<i<n € V = (v;)1<i<n deux matrices colonnes non nulles de M, 1(R).

a. Justifier : U'V € M,(R). Déterminer les coefficients de U*V l'aide des coefficients de U et

de V.
b. Exprimer Tr(U*V) & I’aide des coefficients de U et de V.

c. Quel est le rang de UV ?
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7. Soit A € M,(R) une matrice de rang 1.
Montrer qu’il existe jo € [1;7n] tel que, pour tout j € [1;n], il existe a; € R vérifiant :
Cj(A4) = ;Cjo (A).
b. En déduire qu’il existe deux matrices colonnes non nulles U et V' de M, 1 (R) telles que A = UV,

8. Enoncer une caractérisation des matrices de M, (R) de rang 1.

Partie IV : Une application en probabilités
On considere deux variables aléatoires X et ¥ définies sur le méme espace probabilisé ({2, A4, P).
On suppose de plus : X(2) =Y () = [1;n].

On note, pour tout (¢,7) € [1;n]?, m;; =P((X =i)N (Y =j)), puis
M = (mij)i; € Ma(R), Ux = (P(X =1)),_,.,, € Mn1(R) et Uy = (P(Y =1)),_,_, € Mp1(R).

9. On suppose, dans cette question, que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.
Calculer Ux*Uy. En déduire que la matrice M est de rang 1.
10. On suppose, dans cette question, que la matrice M est de rang 1.
Montrer : Cy(M)+---+ Cp(M) = Ux.
b. En déduire que, pour tout j € [1;n], il existe 5; € R tel que C;(M) = B;Ux.
Montrer : Vj € [1;n], P(Y =j) = p;.
d. En déduire que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.

Partie V : Une caractérisation des matrices de rang 1 diagonalisables

Soit A € M, (R) une matrice de rang 1. On note U et V' deux matrices colonnes non nulles de M, ; (R)
telles que A = U*V et on note a = Tr(A).
11. Montrer que 0 est valeur propre de A et déterminer la dimension du sous-espace propre associé.
12. Montrer : *VU = (a), puis : A% = aA.
13. Montrer que si a = 0, alors A n’est pas diagonalisable dans M,,(R).
14. On suppose a # 0. Calculer AU. Déduire des questions précédentes que A est diagonalisable.

15. Enoncer une condition nécessaire et suffisante pour qu’une matrice de M,,(R) de rang 1 soit
diagonalisable.

Partie VI : Construction d’un produit scalaire et d’un endomorphisme symétrique

16. Montrer que I'application : (M, N) — (M, N ) =Tr(*MN) est un produit scalaire sur M,,(R).

On munit dorénavant M, (R) de ce produit scalaire.
On considére une matrice colonne V = (v;)1<i<n € My 1(R) telle que Me =1. Onnote S =VW.
=1

17. Montrer que S est une matrice symétrique de M,,(R) et que S? = S.

18. a. Montrer que 'application ® : M ~— SM est un endomorphisme symétrique de M,,(R).
b. Vérifier ®2 = ®. Que peut-on dire des valeurs propres de ® ?

On note e Papplication identité de M,,(R). Montrer que les sous-espaces vectoriels Ker(®) et
Ker(® — e) sont supplémentaires orthogonaux dans M,,(R).
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PROBLEME I

Partie I : étude d’une fonction f définie par une intégrale

1)

t

. _ e
Posons g, (t) = 2 bour > Oett>0.
—+o0
La fonction g, est continue, positive sur Ry puisque x > 0. L’intégrale / g (t)dt est impropre
0
uniquement en +o0o.
1 i

Or 0 <g.(t) < Ee*t. L’intégrale / e~ 'dt converge (lois Gamma), donc par comparaison, pour
0 o

les intégrales impropres, des fonctions continues, positives, I'intégrale / g.(t)dt est convergente.

0

La fonction f est définie sur R

2)
1 +oo 1 400

flx) = /gm(t)dt —|—/ g (t)dt > /gx(t)dt ; en effet g, (t) > 0 = / gz (t)dt > 0 puisque les
0 1 0 1

bornes d’intégration sont dans l’ordre croissant.
De plus, Vt € [0,1], e=* > e~ ! car la fonction ¢ — e~! est décroissante. Puis t + x > 0 sur

0,1] = Par suite, les bornes d’intégration étant dans l'ordre croissant,

& e
t+x 2 T+t
1 _ 1 1 1
e e _1 _1

Donc f(z) > %(ln(aj +1)—In x) ; lim %(ln(a: +1) —In(z)) = +o0 implique | lim f(z) = 400

z—0t z—0+

3)

et
T+t

* 1 1
V($,t>€R+XR+,O<m§E:>0<

< %e‘t. On integre entre 0 et 400, les bornes

—+oo
sont dans l'ordre croissant et les intégrales convergent, on obtient 0 < f(x) < % / e tdt, c'est-
0

a~dire 0 < f(x) < % car l'intégrale vaut 1 d’apres les lois Gamma. Cet encadrement permet de

conclure :
li =
i, /() =0
4)
—+oo
L’intégrale / e~ 'dt converge et vaut 1. Soit = > 0,
0
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+o00
1 1y — NS L
= / (m -z tdt linéarité des intégrales convergentes
_ oo te~t
— dt
0o (t+o)x
—t
r> 0= t—&l—x < % pour t € R;. On multiplie les deux termes par teT > 0 ; cela donne
—t —t
_tem < e ot I'on integre cette inégalité entre 0 et +00 (les bornes sont dans l'ordre croissant
(t+x)x 2
x
+oo t —t +Oot —t
et les intégrales convergent), donc / e ___at < / e—th.
o (t+a) o T
+oo
1, _ ‘ te” 4 ‘
-2 =|- —te gt
r@-4 =|- | o
+oo te—t
= / Y8 ___dt car cette intégrale est positive
0o (t+ao)x
Tt
< /0 7dt d’apres I'inégalité précédente
-~ 1,1
D’apres les lois Gamma, / te”'dt =1, donc Vo > 0, |f(z) — 3| < =5
0 X

8|~

1 1
' ?(foo)o(f)’ done| f(z) (4o0)

Partie IT : une autre expression intégrale de f

A - Dérivabilité et expression de la dérivée de f sous forme d’une intégrale

5—a)

+oo ¢
La fonction ¢ — —&—— est continue, positive sur R, puisque z > 0 ; Uintégrale / —C __dt
(t+x)? P - & o (t+ux)?

est impropre uniquement en +oo.

—t
0< ¢ < Lot Parle méme raisonnement que dans la question 1),

T (t+ax)? T 2
Foo
/0 (tiT)thconverge
5—b)
1 1 ., h _ @t — (@4t tt+h) +h(z+h+t)
rH+t+h A+t (p41)? @+hti) i)

2?2 + 1% + 20t —2? —x(h+2t) —t(h+t) + hx + h(h + 1)
(x+h+t)(z+1)>

_ h?
C(r+h+t)(z+t)? (5b)

Parhypothése,h>—%,doncx+h+t2%+t2%cart20.

3

Par suite (z + h +t)(z +t)* > %(l'—l-t)Q > L >0.
1 1 h h? 2 _2n?
MCTTtrh T+t @+t @thtb@ted - B 2P
2
L’égalité (5b) prouve que 1 _ 1 + h > 0, donc
r+t+h A+t (p4t)2 T
1 1 . A _ h? < 2h*
c+t+h T+t (z+1)? (x+h+t)(z+t)? — 23
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