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EM-LYON 2013 option scientifique 1

ANNALES DE MATHEMATIQUES

 !"#$%& '()* +%, -

.%//,0 

PROBLEME I

Partie I : étude d’une fonction f définie par une intégrale

1)

Posons gx(t) =
e−t

x+ t
pour x > 0 et t ≥ 0.

La fonction gx est continue, positive sur R+ puisque x > 0. L’intégrale

∫ +∞

0

gx(t)dt est impropre

uniquement en +∞.

Or 0 ≤ gx(t) ≤
1
xe
−t. L’intégrale

∫ +∞

0

e−tdt converge (lois Gamma), donc par comparaison, pour

les intégrales impropres, des fonctions continues, positives, l’intégrale

∫ +∞

0

gx(t)dt est convergente.

La fonction f est définie sur R∗+

2)

f(x) =

∫ 1

0

gx(t)dt +

∫ +∞

1

gx(t)dt ≥

∫ 1

0

gx(t)dt ; en effet gx(t) ≥ 0 =⇒

∫ +∞

1

gx(t)dt ≥ 0 puisque les

bornes d’intégration sont dans l’ordre croissant.

De plus, ∀t ∈ [0, 1], e−t ≥ e−1 car la fonction t 7→ e−t est décroissante. Puis t + x > 0 sur

[0, 1] =⇒ e−t

t+ x
≥ e−1

x+ t
. Par suite, les bornes d’intégration étant dans l’ordre croissant,

∫ 1

0

e−t

t+ x
dt ≥

∫ 1

0

e−1

x+ t
dt = 1

e

[

ln |x+ t |
]1

0
= 1

e (ln(x+ 1)− ln(x)).

Donc f(x) ≥ 1
e

(

ln(x+ 1)− lnx
)

; lim
x→0+

1
e (ln(x+ 1)− ln(x)) = +∞ implique lim

x→0+
f(x) = +∞

3)

∀(x, t) ∈ R
∗
+ × R+, 0 < 1

x+ t
≤ 1

x =⇒ 0 < e−t

x+ t
≤ 1

xe
−t. On intègre entre 0 et +∞, les bornes

sont dans l’ordre croissant et les intégrales convergent, on obtient 0 ≤ f(x) ≤ 1
x

∫ +∞

0

e−tdt, c’est-

à-dire 0 ≤ f(x) ≤ 1
x car l’intégrale vaut 1 d’après les lois Gamma. Cet encadrement permet de

conclure :

lim
x→+∞

f(x) = 0

4)

L’intégrale

∫ +∞

0

e−tdt converge et vaut 1. Soit x > 0,
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f(x)− 1
x =

∫ +∞

0

e−t

t+ x
dt− 1

x

∫ +∞

0

e−tdt

=

∫ +∞

0

( 1
x+ t

− 1
x )e

−tdt linéarité des intégrales convergentes

= −

∫ +∞

0

te−t

(t+ x)x
dt

x > 0 =⇒ 1
t+ x

≤ 1
x pour t ∈ R+. On multiplie les deux termes par te−t

x ≥ 0 ; cela donne

te−t

(t+ x)x
≤ te−t

x2 et l’on intègre cette inégalité entre 0 et +∞ (les bornes sont dans l’ordre croissant

et les intégrales convergent), donc

∫ +∞

0

te−t

(t+ x)x
dt ≤

∫ +∞

0

te−t

x2 dt.

|f(x)− 1
x | =

∣

∣

∣
−

∫ +∞

0

te−t

(t+ x)x
dt
∣

∣

∣

=

∫ +∞

0

te−t

(t+ x)x
dt car cette intégrale est positive

≤

∫ +∞

0

te−t

x2 dt d’après l’inégalité précédente

D’après les lois Gamma,

∫ +∞

0

te−tdt = 1, donc ∀x > 0, |f(x)− 1
x | ≤

1
x2

.

Or 1
x2 =

(+∞)
◦( 1x ), donc f(x) ∼

(+∞)

1
x

Partie II : une autre expression intégrale de f

A - Dérivabilité et expression de la dérivée de f sous forme d’une intégrale

5−a)

La fonction t 7→ e−t

(t+ x)2
est continue, positive sur R+ puisque x > 0 ; l’intégrale

∫ +∞

0

e−t

(t+ x)2
dt

est impropre uniquement en +∞.

0 ≤ e−t

(t+ x)2
≤ 1

x2 e
−t. Par le même raisonnement que dans la question 1),

∫ +∞

0

e−t

(t+ x)2
dt converge

5−b)

1
x+ t+ h

− 1
x+ t

+ h
(x+ t)2

=
(x+ t)2 − (x+ t)(x+ t+ h) + h(x+ h+ t)

(x+ h+ t)(x+ t)2

=
x2 + t2 + 2xt− x2 − x(h+ 2t)− t(h+ t) + hx+ h(h+ t)

(x+ h+ t)(x+ t)2

= h2

(x+ h+ t)(x+ t)2
(5b)

Par hypothèse, h > −x
2
, donc x+ h+ t ≥ x

2
+ t ≥ x

2
car t ≥ 0.

Par suite (x+ h+ t)(x+ t)2 ≥ x
2
(x+ t)2 ≥ x3

2
> 0.

Donc 1
x+ t+ h

− 1
x+ t

+ h
(x+ t)2

= h2

(x+ h+ t)(x+ t)2
≤ h2

x3

2

= 2h2

x3
.

L’égalité (5b) prouve que 1
x+ t+ h

− 1
x+ t

+ h
(x+ t)2

≥ 0, donc

∣

∣

∣

1
x+ t+ h

− 1
x+ t

+ h
(x+ t)2

∣

∣

∣
= h2

(x+ h+ t)(x+ t)2
≤ 2h2

x3 .
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